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Einleitung

In den letzten Jahren stieg die Anzahl der Anwendungsgebiete fiir integrierte
Schaltungen stindig.

Wachsende Integrationsdichte und Automatisierung des Entwurfs machten es
moglich, fiir zahlreiche Aufgaben den Einsatz universeller Mikroprozessoren durch
anwenderspezifische Spezialschaltkreise (ASIC’s = Application Specific Integra-
ted Circuits) zu ersetzen.

DNa anwenderspezifische Schaltkreise meist nur in geringen Stiickzahlen produ-
ziert werden, kommt es immer mehr zu einem Ubergewicht der Fntwurfskosten
gegeniiber den Fertigungskosten eines Chips.

Kurze Entwurfszeiten und damit niedrige Entwurfskosten kénnen aber nur dann
erreicht werden, wenn maoglichst grofie Teile des Entwurfsprozesses automatisiert
werden, d.h. rechnergestiitzt ablaufen.

Ein wichtiges Teilproblem beim Entwurf integrierter Schaltungen ist der Ent-
wurf kombinatorischer Teilschaltungen, d.h. der Entwurf von Realisierungen 7u
Schaltfunktionen f : {0,1}" — {0,1}". Zu gegebenen Schaltfunktionen sollen
Schaltkreise gefunden werden, die diese Funktionen realisieren und maglichst ge-
ringe Kosten haben. Als Kostenmafie kommen hierbei 7.B. die ben&tigte Schalt-
kreisfliche bzw. die Laufzeit der Schaltung in Frage.

Abhingig von dem zu lésenden praktischen Problem sind hierbei die verschieden-
sten Schaltfunktionen zu realisieren. Fine Figenschaft haben die in der Praxis
zu realisierenden Schaltfunktionen jedoch zumeist gemeinsam: Sie unterschei-
den sich in ihrem Aufbau wesentlich von Funktionen, deren Funktionstabellen
zufillig ausgewiirfelt wurden. Die in der Praxis auftretenden Funktionen sind
in der Regel nicht durch (fiir grofie Eingangsvariablenzahlen riesige) Funktions-
tabellen gegeben, sondern entspringen einem praktischen Problem und geniigen
daher relativ einfachen und kurzen Bildungsgesetzen. Daher weisen solche Schalt-
funktionen meistens gewisse RegelmiBigkeiten bzw. Struktureigenschaften auf.
Bei der Logiksynthese (d.h. beim Entwurf von kombinatorischen Schaltungen zu
diesen Funktionen) miissen solche Struktureigenschaften ausgenutzt werden, um
7u guten Realisierungen zu kommen.

Mehrere Griinde sprechen fiir eine automatische Durchfithrung der Logiksynthe-
se:

e Der Entwurf guter Realisierungen ist hdufig mithsam und zeitaufwendig.



FINLEITUNG 4

e Fs sollen auch Anwender, die keine Experten auf dem Gebiet der Schalt-
kreissynthese sind, in die Lage versetzt werden, Entwiirfe durch eine ein-
fache Spezifikation des gewiinschten Fin /Ausgabeverhaltens durchzufiih-
ren.

e Hiufig enthalten die zu realisierenden Schaltfunktionen zwar Regelmiflig-
keiten, aber diese Regelmifigkeiten sind nicht auf den ersten Blick zu
erkennen. Auf diese Weise wird es fiir den Menschen schwierig, eine TLo-
giksynthese unter Ausnutzung vorhandener Struktureigenschaften durch-
zufithren.

Oftmals beschrinkt man sich bei der Realisierung von Schaltfunktionen auf zwei-
stufige Losungen. Einerseits lassen sich solche zweistufigen Losungen durch pro-
grammierbare logische Felder (PT.A’s) leicht umsetzen, andererseits gibt es rela-
tiv gute heuristische Verfahren, die in der Lage sind, kostengiinstige zweistufige
Realisierungen 7zu finden. Allerdings kommen sehr einfache Schaltfunktionen vor,
bei denen auch die beste zweistufige Realisierung sehr groff wird (vgl. Kapitel
2). Die Einschriankung des Suchraumes auf zweistufige Realisierungen macht sich
oft negativ bemerkbar. Aus diesem Grund befaflt sich die vorliegende Arbeit mit
mehrstufigen Realisierungen.

Wichtige Struktureigenschaften von Schaltfunktionen sind Symmetrien (z.B. In-
varianz gegeniiber der Vertauschung von Fingangsvariablen) und nichttriviale
Zerlegharkeit. s werden hier Méglichkeiten zur Ausnutzung von Symmetrie-
eigenschaften bei der Logiksynthese angegeben. Weiterhin wird ein TLogiksyn-
theseverfahren vorgestellt, das auf der Ausnutzung nichttrivialer Zerlegharkeit
beruht.

Die Arbeit ist folgendermafien gegliedert:

In Kapitel 1 werden grundlegende Definitionen angegeben, die in der weiteren
Arbeit bendétigt werden. AuBlerdem wird eine kurze Einfithrung in das Gebiet
der Booleschen Algebren gegeben. Hiebei werden im wesentlichen wichtige Er-
gebnisse aus [Hot74] wiederholt. Leser, die mit dem Thema vertraut sind, kénnen
dieses Kapitel iiberspringen bzw. lediglich zum Nachschlagen bei Unklarheiten
bzgl. Definitionen benutzen.

Kapitel 2 dient zum einen dazu, die mehrstufige Logiksynthese zu motivie-
ren, zum anderen dient es zur grundsidtzlichen Untersuchung der Komplexitit
von Schaltfunktionen. Dadurch wird verdeutlicht, was Logiksynthesealgorithmen
evtl. leisten kénnen bzw. was man nicht von ihnen erwarten kann.

Kapitel 3 befaBt sich mit der Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften bei der
Logiksynthese (und ihrer Erkennung).

Der Schwerpunkt der Arbeit liegt auf Kapitel 4. Kapitel 4 befafit sich mit nicht-
trivialen Zerlegungen von Schaltfunktionen. Fs enthilt grundsitzliche Uberle-
gungen zur Suche nach geeigneten Zerlegungen, die auch auf partielle (d.h. nicht
vollstandig spezifizierte) Schaltfunktionen erweitert werden. Weiterhin werden
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Zusammenhdnge zwischen Symmetrieeigenschaften und nichttrivialer Zerleghar-
keit von Schaltfunktionen aufgezeigt. Fin wichtiger Punkt liegt in der Behand-
lung von Schaltfunktionen mit mehreren Ausgingen. Fs werden Moglichkeiten
entwickelt, wie man Schaltkreise finden kann, die die einzelnen Ausgangsfunk-
tionen nicht getrennt realisieren, sondern moglichst grofle Schaltungsteile hei
der Realisierung mehrerer Ausgangsfunktionen mit Vorteil verwenden. In einem
letzten Abschnitt werden einige Beispielentwiirfe eines auf diesen Grundlagen
implementierten Verfahrens angegeben. Dieser Abschnitt zeigt, dafi auch bei
Problemstellungen, die schon intensiv unter Finsatz menschlicher Intelligenz be-
arbeitet wurden, mit automatischer Logiksynthese konkurrenzfahige Ergebnisse
erzielt werden konnen. Das Beispiel eines Addierers zeigt, daf} es sogar denk-
bar ist, Realisierungen, die von automatischen Logiksynthesewerkzeugen erzeugt
wurden, als Anregung fiir parametrisierte Entwiirfe (d.h. Entwiirfe mit variabler
Bitbreite) zu nutzen.

Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sich um die Diplomarbeit des ersten Au-
tors, die am Lehrstuhl von Prof. Dr. GG. Hotz, Fachbereich Informatik der Uni-
versitit des Saarlandes, unter Betreuung des zweiten Autors angefertigt wurde.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Grundlegende Definitionen

Aufgabe der Logiksynthese ist es, zu einer vorgegebenen booleschen Funktion
einen Schaltkreis zu finden, der diese realisiert.

Im folgenden sollen die grundlegenden Begriffe, die in diesem Zusammenhang
eine Rolle spielen, formal definiert werden.

1.1.1 Boolesche Funktionen

Definition 1.1 (Totale boolesche Funktionen)
Bn,m = {f : {07 ]}W - {07 ]}m}

sei die Menge aller (totalen) booleschen Funktionen bzw. Schaltfunktionen
von {0,1}" nach {0,1}7.

Bezeichnung 1 B, := B, ;
Definition 1.2 (Partielle boolesche Funktionen)

BPom ={f:D—=A{0. 13" D C{0,1}"}

sei die Menge aller partiellen booleschen Funktionen bzw. Schaltfunktionen
von {0,1}" nach {0,1}7.
D heifst Definitionsbereich von f: D — {0,1}7.

Bezeichnung 2 Fir D C {0,1}" sei
D)= {1 D —{0.1})

die Menge aller partiellen booleschen Funktionen von D nach {0,1}.
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Definition 1.3 (ON-Menge, OFF-Menge, DC—Menge)
Sei f:D—{0,1}, D C{0,1}".
Dann heifst

e {0,1}"\ D die don’t care—Menge (kurz DC' Menge) von f,

e ON(f)y={{2€ D] f(z)=1} die ON—Menge von f,

e OFF(f)y={x€ D| f(z)=0} die OFF-Menge von f.
Um aus vorgegebhenen booleschen Funktionen leicht neue Funktionen definieren
zu kénnen, benutzt man die Funktionen aus By und By als Operationen auf den

Funktionen aus S(D). Sind g,h € S(D) und ist f eine Operation aus By dann
schreibt man im allgemeinen statt f(g,h) in Infixschreibweise ¢ f h. Es gilt also:

Ve D s (g [ b)) = flg(e),h(x))

Fbenso fiir f € By:
Ve e D : (fg)x)=flg(x))

Allgemein sind fiir Funktionen aus By hzw. By folgende Bezeichnungen iiblich:

Bezeichnung 3

e not(x) = 1 genau dann, wenn x = 0. not heifst Negation von x. Schreib-
weise: T oder —x.

e and(x,y) =1 genau dann, wenn x =y = 1. and heifst Konjunktion von x
und y. Schreibweise: x Ay, x -y oder xy.

e nand(x,y) =0 genau dann, wenn x =y = 1.

e or(x,y) =0 genau dann, wenn x = y = 0. or heifit Disjunktion von x und
y. Schreibweise: x V y oder x 4 y.

e nor(x,y) =1 genau dann, wenn x =y = 0.

e cxor(x,y) =1 genau dann, wenn x # y. exor heifst exclusive-or-Funktion
von & und y. Schreibweise: x & y.

e cquiv(x,y) =1 genau dann, wenn x = y. Schreibweise: x = y.

e O(x,y)=0Vz,y €{0,1}.0 ist die konstante Nullfunktion.

Wa,y)=1VYa,y € {0,1}. 1 ist die konstante Finsfunktion.

Bemerkung 1 Sei 77" € B, die i. Projektion, d.h. n7(zq,...,2,) = z;. Falls
aus dem Zusammenhang hervorgeht, was gemeint ist, wird hdufig 77" einfach als
x; bezeichnet.
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1.1.2 Q-Schaltkreise
Zellenbibliothek

Im allgemeinen hat man zur Realisierung boolescher Funktionen eine gewisse
Auswahl an (einfachen) booleschen Funktionen zur Verfiigung, mit deren Hil-
fe komplexere Funktionen ausgedriickt werden konnen (vgl. Standardzellenent-
wurf). Die schon verfiigharen Funktionen sind in einer Zellenbibliothek zusam-
mengefafit.

Definition 1.4 (Zellenbibliothek) Fine endliche Teilmenge Q C |, N Br
heifst Zellenbibliothek.

Héufig wird als Zellenbibliothek © = By oder eine Teilmenge von By gewihlt.

Im allgemeinen bezeichnet man Realisierungen fiir Funktionen aus einer Zellen-
bibliothek als Gatter (7. B. ,and Gatter”, _exor Gatter® etc.).

Definition von Q-Schaltkreisen

Die beiden nichsten Definitionen geben an, wie man mit Hilfe von Funktionen
aus einer solchen Zellenbibliothek ©Q komplexere Funktionen darstellt. Die Dar-
stellung erfolgt durch einen sogenannten £ Schaltkreis, der direkt als Netzliste
einer Schaltung interpretiert werden kann.

Definition 1.5 (Schaltkreis)
Sei Q eine Zellenbibliothek. Sei T = QU{FEPAD, APAD}.

Fin Q—Schaltkreis S mit n Fingingen und m Ausgingen ist ein 4 Tupel

(G'=(V, E),typ,pe, pa),

wobei qilt:

o (7 ist ein gerichteter, azyklischer, knotenorientierter' Graph. V ist die
Menge der Knoten bzw. Zellen, F die Menge der Kanten bzw. Verbin-
dungssleitungen.

Jeder Kante ist eine Richtung zugeordnet. Quelle und Ziel einer Kante
e = (v,w) sind gegeben durch die Abbildungen Q : ¥ — V und 7 : F — V,
wobei Q(e) = v, Z(e) = w.

Der Fingangsgrad eines Knotens v ist definiert durch die Abbildung indeg :
V — N, indeg(v) = [{e | Z(e) = v}|.

Fntsprechend ist der Ausgangsgrad eines Knotens v definiert durch die Ab-
bildung outdeg : V — N, outdeg(v) = |{e | Q(e) = v}]|.

Die Knotenorientierungen von (& sind durch die partiellen injektiven Ab-
bildungen 1,0 : V x N ~ FE definiert. Falls 1 < i < indeg(v), dann ist

"Fin Graph G heibt knotenorientiert, wenn es fiir jeden Knoten » des Graphen sowohl eine
Numerierung der einlanfenden Kanten als anch eine Numeriernng der anslanfenden Kanten
gibt.
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I(v,1) definiert, I(v,i) = e mit Z(e) = v und e heifit i. Input des Kno-
tens v; falls 1 < i < outdeg(v), dann ist O(v,1) definiert, O(v,1) = e mit
Q(e) = v und e heifit i. Output von v.

e typ:V — T ist eine Abbildung, die jedem Knoten einen ,,Typ“ (Funktion
der Zellenbibliothek oder EPAD bzw. APAD) zuordnet.
Fs mufl gelten: [typ~ ' (EPAD)| = n, |typ  (APAD)| = m.
Falls typ(v) = t, dann heifit t Typ von v, v ein 1 Knoten.
Falls typ(v) € Q, dann gilt typ(v) € Bindeg(v)-
Falls typ(v) = EPAD, dann gilt indeg(v) = 0,
falls typ(v) = APAD, dann gilt indeg(v) = 1, outdeg(v) = 0.

o pe, pa sind ,Numerierungen“ der EPAD bzw. APAD Knoten.
pe : {1,...,n} — {v e V | typ(v) = EPAD}, pa : {1,...,m} — {v €
V| typ(v) = APAD} sind bijektive Abbildungen.
pe(i) (pa(i)) heifit der i. primdire Fingang (Ausgang).

Die nun folgende Definition stellt den Zusammenhang her zwischen einem €
Schaltkreis und den booleschen Funktionen, die durch diesen Schaltkreis reali-
siert werden.

Definition 1.6 (Durch Q—Schaltkreis definierte Funktion)
Sei S = (G, typ, pe,pa) ein Q Schaltkreis mit n. Fingdngen und m Ausgdngen.
Sei e € F eine Verbindungsleitung mit e = O(v, j).

o Fallstyp(v) = EPAD und v = pe(i), dann ist die durch Leitung e berech-
nete Funktion definiert durch

’f82{07]}n—>{07]}7 fe(mh---vmn):mi-

o Falls typ(v) = g € Q, e, = (v, k) fiir k = 1,...,indeg(v), dann ist die
durch die Leitung e berechnete Funktion definiert durch

fo A0, 13" = {0, 15, fe(x) = (e (%) s Feipnegny (X))

Seien nun fir 1 < ¢ < m y; = I(pa(i)), f,, jeweils die durch y; berechneten
Funktionen.
Dann ist die durch S realisierte Funktion fs:{0,1}" — {0,1}™ definiert durch

fs(x) = (fir (%) -5 fyn (%))

Ein Schaltkreis S soll aber nicht nur als Realisierung einer einzigen totalen Funk-
tion fg gelten, sondern als Realisierung aller Funktionen, die man aus fg durch
Finschrankung des Definitionsbereichs erhilt:

Definition 1.7 (5 Realisierung von g) Sei fg: {0,1}" — {0,1}™ die durch
den Q Schaltkreis S realisierte Funktion.

Dann heifit S Schaltkreis bzw. Realisierung fiir jede Funktion g : D — {0,1}™,
D {0,147, mit flp =g.
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Beispiel
Die bisher angegebenen Definitionen sollen nun anhand eines Beispiels verdeut-
licht werden.

Betrachte einen Volladdierer, d. h. eine Funktion
fa {017 = {0,1}%, (21,29, 23) — (e,8) mit 2y + 294+ 23 = 5 + 2¢

(Hierbei handelt es sich bei ,4+“ um die ganzzahlige Addition. s stellt das Sum-
menbit, ¢ das Ubertragsbit der bindren Summe dar.)
Fs gilt:

¢ = mmaa V(v D ay)rs

s = x1Daxdars

Als Zellenbibliothek wurde Q = {®, -, V} gewihlt.

Der Graph eines © Schaltkreises, der die Funktion fa realisiert, ist in Abbildung
1.1 angegeben. Die zugehérigen Funktionen typ, pe und pa sind in entsprechen-
den Tabellen zu finden.

Ublicherweise wird man allerdings den Schaltkreis in einer etwas iibersichtliche-
ren Form wie in Abbildung 1.2 darstellen.

Kosten

Im folgenden werden verschiedene Kostenmafle fiiv € Schaltkreise eingefiihrt,
die es ermdglichen sollen, die Kosten verschiedener Realisierungen der gleichen
Funktion zu vergleichen.

Dazu wird der Begriff der Zellenbibliothek noch um Zellenflichen und Zellen-
laufzeiten erweitert.

Definition 1.8 (erweiterte Zellenbibliothek) Fine erweiterte Zellenbi-
bliothek ist ein Tripel (Q, Aq,Tq), das aus einer Zellenbibliothek Q, und zwei
Funktionen Aq : Q@ — R und Tq : Q@ — R besteht. Hierbei ordnet Aq jeder
Funktion aus Q eine Gatterfliche zu, Tq ordnet jeder Funktion aus Q eine Gat-
terlaufzeit zu.

Definition 1.9 (Kostenmafle)

1. Die Q—Komplexitat eines Q Schaltkreises S = ((V, F), typ, pe,pa) ist
Ca(S)=|V\{veV|typ(v) e {EFPAD,APAD}}|

(D. h. die Q Komplexitit wird bestimmit durch die Anzahl der Zellen des
Schaltkreises, die keine EPAD oder APAD Zellen sind.)
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Abbildung 1.1: Schaltkreis zu einem Volladdierer

[ €T xrs3
‘ and ‘ ‘emor‘
[ and ‘ ‘ eror ‘

’7()7‘
s

Abbildung 1.2: Schaltkreis zu einem Volladdierer (vereinfachte Darstellung)



KAPITEL 1. GRUNDLAGFEN 12

Die Q Komplexitit einer booleschen Funktion f € BP, ., mit Definitions-
menge D ist

Co(f) = min{Ca(5) | fsIp = f}
Fine Realisierung S von f mit Cq(S) = Cq(f) heifit Q optimal.

2. Die Zellflache eines Q Schaltkreises S = ((V, ), typ, pe, pa) ist definiert
als

Ag(§) = > Aa(typ(v))

r=ava
typ(v)g{RPAD APAD}

(D. h. die Zellfliche ergibt sich als Summe der Gatterflichen simtlicher
Zellen des Schaltkreises.)

Die Zellfliche eier booleschen Funktion f € B, ,, ist entsprechend
Aa(f) = min{Aa(5) | fsln = f}

3. Die Tiefe eines Q Schaltkreises S = (G = (V, E),typ, pe,pa) ist Dq(5),
die grofite Anzahl von Zellen auf einem gerichteten Pfad in G (EPAD
und APAD Zellen nicht mitgerechnet).

Die Tiefe einer booleschen Funktion f € B, ., ist entsprechend

Dao(f)=min{Da(5) | fslp = f}

4. Die Zellenlaufzeit eines Q Schaltkreises S = (G = (V, F),typ, pe, pa)
Ta(S) ist definiert als die gréfite Summe der Gatterlaufzeiten auf einem
gerichteten Pfad von einem K PAD Knoten zu einem APAD Knoten.
Die Zellenlaufzeit einer booleschen Funktion f € B, . ist

To(f)=min{Ta(5) | fs|p = [}

Bemerkung 2 Die Betrachtung der Q Komplexitit eines Schaltkreises als Ko-
stenmafS ist um so sinnvoller, je dhnlicher die Kosten der einzelnen Vertreter
der Zellenbibliothek sind. Dies ist inshesondere dann der Fall, wenn sich die
Zellenbibliothek aus kleinen® Funktionen zusammensetzt (z. B. Funktionen aus

By).

Im folgenden wird Q meist als Q@ = By, Q = STD = {0,1,and,nand, or,nor,
not} oder Q = By \ {exor,equiv} =: Ry gewdhlt.

(Grundsdtzlich lafit sich fir k > n B, durch eine Abbildung i, . in By einbetten,
wenn man definiert:

iw,,k(f) = fl mit
fl(mh---vmnvmn-l-h---vmk) - f(mh---vmn)v(mh---vmk) € {07]}k

Daher kann man sich anstelle von By U By auf die Zellenbibliothek By be-
schrinken.)

Wenn die zugrundliegende Zellenbibliothek aus dem Zusammenhang hervorgeht,

wird teilweise auch C(9) bzw. C(f) statt Cq(S) bzw. Cq(f) geschrieben.
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1.1.3 Boolesche Ausdriicke

Fine weitere Beschreibungsmaoglichkeit boolescher Funktionen aus B,, stellen ge-
klammerte boolesche Ausdriicke dar.

Sie haben eine direkte Entsprechung zu € Schaltkreisen iiber der Zellenbiblio-
thek {0,1,and,or,not} und werden besonders zur Beschreibung zweistufiger
Realisierungen verwendet.

Definition 1.10 (Boolesche Ausdriicke iiber Var,) Sei Var, = {z1, ...,
x,} einen elementige Menge, die Menge der Variablen, ' = {0.1,(,),-,V,~}U
Var, und E* die freie Wérterhalbgruppe iiber F. Dann heifft A(Var,), der
Durchschnitt aller Teilmengen I, C E+ mit

e {0,1}UVar, €1,
o wi,...,wp €L = (wy-...-wg) € L und (wy V...Vwg) €L,

e welL = (-w)e L,

die Menge der booleschen Ausdriicke iiber Var,.
Schreibweise: Fiir (-w) schreiben wir auch .

Im folgenden sollen boolesche Ausdriicke iiber Var, als @ Schaltkreise iiber der
Zellenbibliothek © = {0, 1, and, or, not} interpretiert werden. Dies ermoglicht es,
Begriffe wie die durch den booleschen Ausdruck definierte Funktion, die Ko-
sten dieser Funktion etc. direkt aus den entsprechenden Definitionen fiir Q

Schaltkreise zu iibernehmen.

DNazu werden zunichst einige Hilfsfunktionen zum Zusammensetzen von @ Schalt-
kreisen benotigt. (Zur Verdeutlichung, daf es sich bei and und or um Funktionen
aus By handelt, wird hier auch andy und ory geschrieben.)

e Die Funktion p_comp setzt  Schaltkreise mit gleicher Anzahl von Inputs
zusammen. Dabei werden die Schaltkreise einfach ,,parallel“ nebeneinan-
dergesetzt und gleiche Inputs werden miteinander ,,verschmolzen®. Es folgt
eine formale Definition dieser Funktion:

Fingabe:
k © Schaltkreise

S1 = ((‘/17 E1)7typ17pe17pa’1)7 .. '7Sk = ((Vlm Ek)vtypkvpekvpak)7
wobei fir 1 <1 <k gilt:
{v e Vi |typi(v)= FPAD}| = n,

und

{v e V;|typi(v) = APAD} =m;
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Ausgabe:
Fin Q Schaltkreis

S = ((V, E), typ, pe, pa), wobei gilt:

k
Vi=A{uw,...;u,} U U(W\{?) eV, | typi(v) = FPAD}Y)

=1

Hierbei sollen u; ,neue Knoten sein.

Bo— U{(W,n) 135 € {1,..., k) mit (pe;(i),0) € F;)
k
U U(E \{(u,v) € F; | typ;(u) = EPAD})

typ: V. — (QU{FEPAD,APAD}),

_ typi(v), fallsv eV,
typ(v) = { EPAD, fallsv = u,

pe:{l,....n} =V, pe(i)=u,;

k i—1
a {1,...,Zm7;} —V, pa((ZTm) + 1) = pa;(1)

(1 <<k, 1<1<my)

e Die Funktion s_comp setzt 2 Q Schaltkreise zusammen, bei denen der er-
ste genausoviele Ausginge hat wie der zweite Einginge. Dabei werden
die Schaltkreise ,hintereinandergeschaltet, d. h. die Ausginge des ersten
Schaltkreises werden mit den Eingidngen des zweiten ,verschmolzen®“. Fs
folgt auch hier eine formale Definition dieser Funktion:

Fingabe:
2 Q1 Schaltkreise

S1 = ((‘/17 E1)7fyp17p€17p(],1)7 S? = ((V27 E?)vtyp27p627pa’2)7

wobei gilt:
{0 € Vi [ typi(v) = APADY| = |{v € Va | typa(0) = EPADY
VinVa=10
Ausgabe:

FEin © Schaltkreis
S = ((V, E), typ, pe, pa), wobei gilt:
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Vo= (ViuVWy)\
H{veViltypi(v) = APAD}Y U {v € V5 | typa(v) = EPADY)

E = (Ei\{(u,v)€ Ey|typ1(v)= APAD})
U(F2\ {(u,v) € Fy | typa(u) = FPADY)
U{(u,v) | I(u, pai(i)) € Ey und F(pes(i),v) € Fa}

typ: V. — (QU{FEPAD,APAD}),

— typ (7))7 fallsv e Vy
typlv) = { typa(v), fallsv e Vy

- pe=pe
- pa = pag
e Die Funktion AN D, liefert einen Schaltkreis fiir die and Funktion mit

n > 1 Eingdngen. Der Schaltkreis ist ein balancierter Baum aus andy
Zellen. AN D, 146t sich folgendermafien rekursiv definieren:

— Falls » = 1, dann gilt:
ANDy = ((V, ), typ, pe, pa) mit

V= {v, 0}
E={(v,v)}
typ(m) = FPAD, typ(ve) = APAD
pe: {1} =V, pe(1) = v
« pa: {1} =V, pa(1) = vy
— Falls » = 2, dann gilt:

* X X ¥

AN Dy = ((V, E), typ, pe, pa) mit

V =Av1, 09,03, 04}
o= {(v1,03),(v2,v3), (3, 04)}
typ(v) = typ(ve) = EPAD, typ(vs) = andy, typ(vy) = APAD

pe:{1,2} — V, pe(1) = vy, pe(2) = o
pa: {1} — V. pa(l) =y
— Falls n > 2: Angenommen

ANDLW/QJ — ((‘/17 E1)7typ17pe17pa’1)7

ANDI—W/Q] — ((V27 E?)vtyp27p627pa’2)7
VinVy =10

* X X ¥

*

Dann gilt fiilr AND,,:
AND, = s_.comp((V, E),typ,pe,pa), AN D3y), wobei
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* V=ViuUW
* E:E1UE2
*

‘ ) typi(w), fallsv €V,
f?/p V- 97 t?/p(?)) - { typ?(?))7 f(],ll.g RS V2

per(i) fiir 1 <i<|n
<1

. ) = QJ
pe:{1,...n} =V, pe(i)= { pes(i — |nJ2]) fiir |n/2] n

/
<
* pa: {]72} — Vv p(](]) = p(“(])v p(](?) = p(lz(])

e Analog definiert man die Funktion OR,,, die fiir die or Funktion mit n > 1
Eingidngen einen Schaltkreis liefert.

e Mit INV wird der  Schaltkreis bestehend aus einer Inverterzelle (not
Zelle) (und einer KPAD und APAD 7elle) bezeichnet.

o X, ; sei ein Q Schaltkreis aus n FPAD 7Zellen und einer APAD Zelle.
Die einzige Kante fiihrt von der Zelle pe(i) zur APAD 7Zelle.

e Mit NULL, wird der © Schaltkreis bestehend aus einer 0 Zelle (verbun-
den mit einer APAD 7Zelle) und n unverbundenen FPAD 7Zellen bezeich-
net.

e Fntsprechend wird mit FITNS, der Q Schaltkreis bestehend aus einer 1
Zelle (verbunden mit einer APAD 7Zelle) und n unverbundenen KPAD
7ellen bezeichnet.

Definition 1.11 (Interpretetion boolescher Ausdriicke) Die Interpreta-
tion bhoolescher Ausdriicke iiber Var, ist eine Abbildung SK von A(Var,) auf
Q Schaltkreise mit Q = {0, 1, ands, ory, not}. Sie hat folgende Figenschaften:

SK(O) = NULL,
SK(1) = EINS,
SK(x;) X
SK((wy-...-wg)) s_comp(p_comp(S K (wy),....SK(wg)), AN Dy)
SK((wyV...Vwg)) s_comp(p_comp(SK (wy),..., 5K (wg)),ORy)
SK((w)) = s_comp(SK(w), INV)

Definition 1.12 (durch booleschen Ausdruck definierte Funktion)
Die durch einen booleschen Ausdruck w definierte Funktion ®(w) ist die Funk-
tion, die durch den zugehorigen Schaltkreis S K (w) definiert wird.
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Definition 1.13 (Kosten eines booleschen Ausdrucks) Die Kosten eines
booleschen Ausdrucks (@ Komplexitit, Zellfliche, Tiefe, Zellenlaufzeit) sind ge-
geben durch die Kosten des zugehérigen 0 Schaltkreises (@ = {0,1, and, or,

not}).

Definition 1.14 (Aquivalenz boolescher Ausdriicke) Zwei boolesche Aus-
driicke heiffen aquivalent, falls sie die gleiche totale Funktion definieren.

7ur Beschreibung zweistufiger Realisierungen durch boolesche Ausdriicke werden
noch folgende Definitionen bendtigt:

Definition 1.15 (boolesches Monom)
m € A({x,...2,}) heifit boolesches Monom, falls

m = . T:: mit 1 < j<mn, und ey € {0,1} fiir k=1,...,7,

71
wobei x) = x; und 2° = 7 qilt
i, = ag, und @y =7, gill.

Unter der Variablenmenge von m versteht man die Menge
Vim) ={x;, ..., %}
Das Monom heifst vollstandig, wenn V(m) = {xy,...,2,} gilt.

Definition 1.16 (boolesches Polynom)
p € A({x1,...2,}) heifst boolesches Polynom, falls gilt:

e p=10 oder
e p=1 oder

e p=m1V...Vmy, wobei ¥Vi € {1,...,k} m; ein Monom ist.

Bei zweistufiger Logiksynthese wird zu einer gegebenen Funktion f aus S(D),
D C {0,1}™ ein Polynom p € A(Var,) mit moglichst geringen Kosten (geringer
Komplexitit) gesucht, so dafl ®(p)(x) = f(z) Ve € D gilt.

Bemerkung 3 Ublicherweise werden bei der Bestimmung der Kosten von boo-
leschen Polynomen Inverter nicht mitgezdhlt. Man kann dies erreichen, indem
man als zugrundeliegende Zellenbibliothek Ry wdihlt. Ausgehend von dem durch
Definition 1.11 bestimmten {0, 1, andy, ory, not} Schaltkreis S = SK(p) zu
einem booleschen Polynom p erhdilt man einen Ry Schaltkreis S’ zu p, indem
man die not Zellen zusammen mit ithren eindeutiq bestimmten Nachfolgerzellen
jeweils durch eine einzige Zelle ersetzt, die einen passenden Typ aus Ry hat.
Unter der Komplexitdt von p versteht man dann die Ry Komplexitdit des Schalt-
kreises S’.

Im folgenden ist die Komplexitit boolescher Polynome in diesem Sinne zu ver-
stehen.
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Definition 1.17 (Minimalpolynom)
Sei f eine boolesche Funktion aus S(D), D C {0,1}". Fin Polynom p € A(Var,)
heifft Minimalpolynom wvon [, falls

e Ve D d(p)(x)= f(x) und

e C(p) < C(p) fiir alle Polynome p' mit ®(p')(x) = f(x) VYo e D

7Zur Beschreibung boolescher Funktionen aus B, ., werden schlieilich noch boo-
lesche Polynome mit m Ausgingen definiert.

Definition 1.18 (Boolesche Polynome mit m Ausgingen)
P = (p1,-..,pm) heifst boolesches Polynom mit m Ausgangen iber Var,,
wenn fir alle i € {1,...,m} p; ein boolesches Polynom iiber Var,, ist.

Der Schaltkreis zu einem booleschen Polynom (py, ..., p,) mit m Ausgingen er-
gibt sich im wesentlichen durch paralleles Nebeneinandersetzen der Schaltkreise
zu den booleschen Polynomen p;. Der einzige Unterschied ist, dafl Monome, die
in mehreren der Polynome p; vorkommen, nur einmal erzeugt werden.

Somit ergibt sich folgende formale Definition der Interpretetion boolescher Po-
lynome mit m Ausgingen:

Definition 1.19 (Interpretetion boolescher Polynome mit m Ausgingen)
Die Interpretation boolescher Polynome mit m Ausgdngen iiber Var, ist eine
Abbildung POLSK von (A(Var,))™ auf Q Schaltkreise mit = {0, 1, and, or,
not}.

Sei P = (p1,...,pm) ein boolesches Polynom mit m Ausgingen iber Var,. Sei

fir1<i<m pi:mgi)\/...\/mg), pi =0 oder p;, = 1.
Sei

m

E; ]

{7’)’)/1 9t mm m/k} = U U,7:1 7’)’)57)
=1

die Menge der Monome, die in py,...,p,, vorkommen.

Sei
M’ = p.comp(SK(m1),...,5K(myg))

Falls es ein p; gibt mit p; = 0, dann

M" = p.comp(M',NULL,),

sonst
MII — MI

Falls es ein p; gibt mit p; = 1, dann
M = ((Var, Ent)s typar, pent, pane) = p-comp(M", ETN S,,),

sonst
M = ((Var, Ear)s typar, pear, panr) = M".



KAPITEL 1. GRUNDLAGFEN 19

Seien fir 1 <i<m mitp; 20, p; # 1
Oi = ((Vi, i) typi. pei, pag) = O Ry, mit

VinVay =0 und V;nV, =0 firi#j

Dann gilt
POLSK(P)= ((V, FE),typ,pe, pa) mit

Vo= Vu\{veVultypu(v)= APAD}
u U ViN{veViltypi(v) = EPADY})

p;#0,p; #1

U U {u;}
U U {u;}

pi=1

E = (Fy\{(u,v)€ Fa | typmr(v) = APAD})
U U (Fi\ {(u,v) € F; | typ;(u) = EPAD})

p; #0,p; #1
U U {(u,v) | Iu,parr(q)) € Err, Ipei(r),v) € F; und mgf) = my,}
177:1;(;:,%:;‘1
U U {(u,u;) mit w € Vag, typar(u) = 0}
pi=0
U U {(w,u;) mit w € Vi, typar(w) = 1}
pi=1
[
typ: V. — (QU{FEPAD,APAD}),
typar(v),  fallsv € Vi
typ(v) = typi(v), fallsv e Vi, 1 <i<m,p;#0,p; #1
APAD, fallsv=u;,1 <i<m, p,=0 oder p; =1
o pe=pem
[

() _ pa’i(])v f””g 1 S ? S m, p; # Ovpi # 1
pare) = u;,  falls p; =0 oder p; = 1

Definition 1.20 (Kosten boolescher Polynome mit m Ausgingen)

Die Kosten eines booleschen Polynoms P mit m Ausgdngen sind gegeben durch
die Kosten des zugehorigen Q@ Schaltkreises POLSK(P).
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Definition 1.21 (Minimalpolynom mit m Ausgingen) Sei [ eine boole-
sche Funktion aus B, .. Fin Polynom P € (A(Var,))" heifit Minimalpo-
lynom wvon f, falls

o f gleich der durch POLSK(P) definierten Funktion ist.

e C(P) < C(P) fiir alle Polynome P’ bei denen die durch POLSK(P")
definierte Funktion gleich f ist,

1.1.4 Funktionsgraphen

Boolesche Funktionen aus B, kann man auch durch Funktionsgraphen bzw.
OBDD’s (ordered binary decision diagrams) reprisentieren ([Bry86]). Funkti-
onsgraphen sind wie folgt definiert:

Definition 1.22 (Funktionsgraph)
Sei X = {xq,...,2,} eine Menge von Variablen mit einer linearen Ordnung <
auf X, wobei x; < x; genau dann, wenn i < j.

Fin Funktionsgraph (OBDD) F idiber der Menge X ist ein Paar (G, m) aus
einem kantenorientierten und knotenorientierten Graphen G = (V, E) und einer
Markierungsfunktion m : V. — (X U {0,1}).

G hat genau eine Quelle ¢ € V' und genau zwei Senken sq,s1 € V. Jeder Knoten
v €V \ {s0,s1} hat genau 2 Séhne: den 0 Sohn v und den 1 Sohn v'.

Die Markierungsfunktion m ordnet jedem Knoten v € V \ {sg,$1} eine Mar-
kierung m(v) € X zu. Weiterhin gilt fir die Senken so und sy m(sg) = 0 und
m(s1)=1.

Fiir jeden Knoten v € V' \ {sqg, 81}, fiir den ein Sohn v (e € {0,1}) keine Senke
ist, gilt: m(v) < m(v°).

Der Funktionsgraph ist so definiert, daff auf jedem Pfad von der Quelle zu einer
der Senken jede Variable aus X hochstens einmal als Markierung auftreten kann
und zwar in der durch die Ordnung auf X vorgegehenen Reihenfolge.

Ein Funktionsgraph iiber X = {aq,...,2,} definiert eine boolesche Funktion
[ € By:

Definition 1.23 (Durch Funktionsgraph definierte Funktion)
Sei F' = (G,m) ein Funktionsgraph iber der Menge X = {ax4,...,2,} von Va-
riablen. Sei v € V ein Knoten von (.

e Sei m(v) = 0. Dann ist die durch v definierte Funktion eine 0 stellige
Funktion (Konstante) f, € Bg, f,() = 0.

e Sei m(v) = 1. Dann ist die durch v definierte Funktion eine 0 stellige
Funktion (Konstante) f, € Bg, f,() = 1.
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e Seim(v) = x;. Sei v der 0 Sohn von v, v der 1 Sohn. Sei f,o € B,, die
durch v° definierte Funktion, f € B,, die durch v' definierte Funktion.

Dann ist die durch v definierte Funktion f, € B, ;11 mit
f?}(miv LR TTI) = ﬁfwo(mn*no—IJ R TTI) + mi.f?ﬂ ('7777,777,1 LK Tﬂ)

Sei die einzige Quelle ¢ € V- markiert mit x;. Die durch F = (G,m) definierte
Funktion fr € B, ist dann gegeben durch

fr(zr, oo mn) = folag, oo an) Ve, .. z,) € {0,117

Bezeichnung 4 Sei F' = (G = (V, F),m) ein Funktionsgraph iber der Varia-
blenmenge X = {zy,...,2,}. Seic = (e1,...,ex) € {0,1}*, k < n. Dann ist der
durch ¢ erreichbare Knoten von G durch folgenden Algorithmus definiert:

1. Beginne bei der Quelle ¢ von G. v = g.

2. Solange m(v) = x; mit 1 < k: Gehe iber zum ¢; Sohn von v, d.h. v = v,

Der durch € erreichbare Knoten ist dann der Knoten v, an dem man zum Schlufl
des Verfahrens angekommen. ist.

Bemerkung 4 o Iste=(€1,...,€6,), dann ist der durch € erreichbare Kno-
ten eine Senke s von (. Fs gilt:

frler, ... e,) = m(s).

e Seiv der durch € = (e1,...,¢x) mit k < n erreichbare Knoten. Dann lifit
sich der Untergraph von (G, der alle Knoten umfafit, die von v aus erreicht
werden kénnen, zusammen mit den zugehoérigen Markierungen als Funk-
tionsgraph F' = (G'.m’) iiber der Variablenmenge X' = {xpy1,..., 0,7}
interpretieren.

Fiir die durch F' definierte Funktion gili:

Tr(@pprs o mn) = frlen o 6 mpgn, o 2y)

V(Zpg1y.--,2n) €40, 1}”’7]“
Bezeichnung 5 Ist f € B,,, so wird die Funktion f' € B, ), mit

fl(mk—l—17"'7mn):f(ﬁv'"7(k7mk+17"'7mn)

V(Zpg1y.--,2n) €40, 1}”’7]“
als Kofaktor von f hinsichtlich

€1 T‘k

@
bezeichnet. Man schreibt fiir ' auch
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SchlieBlich wird noch ein spezieller Funktionsgraph, der ROBDD ( = reduced
ordered binary decision diagram) definiert. ROBDD’s haben den Vorteil, daf} zu
jeder Funktion aus B, bei vorgegebener Ordnung auf den Variablen ein eindeu-
tiger Graph existiert.

Definition 1.24 (reduzierter Funktionsgraph bzw. ROBDD) Fin Funk-
tionsgraph F = (G = (V, E)),m) heifit genau dann reduziert,

o wenn es keinen Knoten gibt, dessen (0 Sohn und dessen 1 Sohn identisch
sind und

o wenn es keine zwei Knoten vy und vy in V. gibt, so dafs der Untergraph
aller Knoten, die von vy aus erreicht werden kénnen und der Untergraph
aller Knoten, die von vy aus erreicht werden kénnen, die gleiche Funktion
definieren.

Bemerkung 5 Ist F' = (G.m) ein reduzierter Funktionsgraph iber der Va-
riablenmenge {x1,...,2,}, der eine Funktion f definiert, so lifit sich aus der
Definition eines reduzierten Funktionsgraphen folgende Aussage schlieflen:
Sind 2 Kofaktoren

gleich, so sind die durch ¢ bzw. 6 erreichbaren Knoten von G identisch.

1.2 Boolesche Algebren

Grundlegende Resultate iiber Verbdnde und boolesche Algebren sind in entspre-
chenden Lehrbiichern wie z. B. [Hot74] zu finden. Der Vollstindigkeit halber
sollen hier die Frgebnisse kurz aufgefiithrt werden, die zum Verstindnis von Ka-
pitel 3 und 4 bendtigt werden. Fiir eine umfassendere Darstellung sei auf [Hot74]
verwiesen.

1.2.1 Definition und Gesetze

Zunachst wird der Begriff der ,booleschen Algebra® definiert. Fine boolesche
Algebra ist ein spezieller Verband. Verbinde kann man entweder aus einer ord-
nungstheoretischen oder einer algebraischen Sicht definieren. Je nach Situation
wird auf eine der beiden Definitionen zuriickgegriffen. Daf} dieses Vorgehen be-
rechtigt ist, zeigt Lemma 1.1.

Definition 1.25 (Verband (ordnungstheoretisch))
(M, <) heifst Verband, wenn

o < eine Halbordnung auf M ist und
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e fiir je 2 FElemente aus M eine kleinste obere Schranke und eine grifste
untere Schranke existieren, d.h. wenn es zu a,b € M

c=:sup(a,b) und d =:inf(a,b) e M
qgibt mit

(V1) ¢ > a,bund ¢ <m¥m e M mit m > a,b
(V2) d<a,bundd>mV¥me M mit m<a,b

Definition 1.26 (Verband (algebraisch)) (M, U,-) heifst Verband, wenn
U, - bindre Operationen auf M sind und¥a,b,c € M (A1), (A2) und (A3) erfiillt

sind.

(A1) aUb=bUa a-b="b-a (Kommutativitdt)
(A2) aU(bU¢)=(aUb)Uec a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitdt)
(A3) aU(a-b)=a a-(aUb)=ua (Absorption)

Die Verbindung zwischen den beiden Definitionen stellt Lemma 1.1 her:

Lemma 1.1 1. Sei (M, <) Verband nach ordnungstheoretischer Definition.
SetenU: M x M — M, -: M x M — M definiert durch:

aUb = supla,b) Ya,be M
a-b = inf(a,b) Ya,be M.

Dann ist (M,U,-) ein Verband nach algebraischer Definition.

2. Sei (M,U,-) Verband nach algebraischer Definition. Sei <C M x M wie
folgt definiert:

a<b <= a-b=a Va,be M

Dann ist (M, <) ein Verband nach der ordnungstheoretischen Definition.

Definition 1.27 (Boolesche Algebra)
(M,U,-,7) heifst boolesche Algebra, wenn (M,U,-) ein Verband ist mit |M| >
0, = eine undre Operation auf M ist und wenn fir alle a,b,c € M die Axiome

(A4) und (A5) gelten:

(A4)

x
C
—~
o
D

~—
\

(aUb)-(aUc) } Distributiv-
a-(bUec) = (a-b)U(a-c)

gesetze
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(45)

Aus den Axiomen der booleschen Algebra folgt eine Reihe allgemein bekannter
Gesetze, die in Satz 1.1 zusammengefafit sind:

Satz 1.1 e (Nullelement, Finselement)
Jede boolesche Algebra M besitzt genau ein Nullelement 0 und genau ein

Finselement 1 mit
aU0=aunda-0=0 Vaec M

a-l=aundaUl=1 Vae M

Fs gilt:
a-a=70 aJa=1 Yae M

e (Findeutigkeit des Komplements)
Falls fiir a,b € M gqilt:

aUb=1unda-b=0,

so ist b = a.
(@ heifit Komplement von a.)

e (Doppeltes Komplement)

Ya e M qilt: @

2
I
2

e (Idempotenz)
Yaoe M gilt: a-a=a, aUa=a

e (de Morgan Formeln)
Ya,be M gilt:

a-b und

2

‘c
SH
I

2
SH
\
S
C
Sl
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1.2.2 Beispiele

Fs werden nun einige Beispiele fiir boolesche Algebren aufgezdhlt, die im folgen-

den eine Rolle spielen.

e Sei M ={0,1},
Yo,y e M rVy=0 <= 2=y=020,
Yo,y e M rry=1 <<= ax=y=1,
0=1 1=0.
(M,V,-,7) ist eine boolesche Algebra.

e Die Menge S( D) aller booleschen Funktionen mit Definitionsmenge D bil-
det mit den Operationen der Disjunktion, Konjunktion und Negation eine

boolesche Algebra.
((S(D),V,-,7) ist eine boolesche Algebra.)

e Sei M die Potenzmenge einer beliebigen Menge S, d.h. M = 2% Sei U
die Vereinigung, N der Durchschnitt und = das Komplement beziiglich 5.
Dann ist (2%,U,N,7) eine boolesche Algebra.

1.2.3 Atome

Jede boolesche Algebra (M,U,-,7) ist gleichzeitig auch ein Verband. Auf Ver-
bénden ist durch < eine Ordnungsrelation eingefithrt. Man interessiert sich nun
fiir die kleinsten Elemente von M, die groBer als 0 sind. Diese werden als Atome

bezeichnet.

Definition 1.28 (Atom)
Ista € M,a # 0 und folgt aus 0 < b <a

b=10 oder b—=a,
dann ist a Atom von M.

FEine alternative Charakterisierung eines Atoms liefert Satz 1.2.

Satz 1.2
Seia € M und a # 0.
a ist genau dann Atom von M, wenn fiir alle c € M gilt:

a-c=a oder a-c=0.

Beweis:
Nach Definition der Relation < gilt:

ba =0 <= b<a
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»==“: Sei a. € M,a # 0.
Es gelte Ve € M: ac = a oder ac = 0.
Aus 0 < b < a folgt:

ba =1 (1)

Nach Voraussetzung gilt aber:

ab = a oder ab =0 (2)
1 2
()ig) b=aoder b=0.

,<=": Sei a € M ein Atom, d.h. falls
0<b<a, dann b =0 oder b = a.
Fs gilt Ve € M:
0<ac<a(da0-ac=0und a-ac=ac)

= qac=0oderac=a

Aus Satz 1.2 ergibt sich leicht das folgende T.emma:
Lemma 1.2 Sind a,b Atome von M und ist a # b, dann ist ab = 0.

Beispiel:
Betrachte die boolesche Algebra B,,.
Definiere fiir € € {0,1}" die Funktionen X € B,:

X(a) = {1 falls @ = ¢
' 0 sonst.

Dann ist
A= {X"|ee {01}
die Menge der Atome von B,,.

Beweis:

o Vee {0,1}7ist X Atom von B,:
Sei f € B, beliebig.
Fiir b= f- X° gilt

bla) = {f(() fiir o = ¢

0 sonst.

— b=0oderb=X°

26
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e Jedes Atom ist in A enthalten:
Durch Einsetzen von « € {0, 1}" priift man direkt nach:

vieB,: f= | flox

ce{0,1}"

Fs gilt:

f=r-fr = 00U flox9-r

e€{0,1}7

U feoxe-n

ce{0,1}"

Falls f Atom ist, so gilt nach LLemma 1.2:
Xﬁf_{o fir f # X¢
X sonst.

Wire f # X fiir alle € € {0,1}7, dann wire
f= U fo-0=0
56{0,1}”

und f wire kein Atom.
— f= Xfirein e {0,1}"
= [f€A

Der nun folgende Satz zeigt, dafl die Flemente einer endlichen, mindestens zwei-
elementigen Algebra sich eindeutig als Vereinigung von Atomen darstellen lassen.

Satz 1.3 Sei M eine endliche boolesche Algebra mit mindestens 2 Flementen
und A(M) die Menge der Atome von M.
Dann gibt es fiir alle f € M eine eindeutige Darstellung

f= U a, wober Ay C A(M).
a€Ay

Beweis:
Zu zeigen sind Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Darstellung.

Faistenz:
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1.

Zeige zunichst, daf} die Menge der Atome nicht leer ist:

Beweis durch Konstruktion einer Folge paarweise verschiedener Ele-
mente von M, die mit einem Atom abbricht:

Nach Voraussetzung gibt es ein ag € M mit ag # 0.

Falls Vb € M mit 0 < b <ag b=10 oder b = ag, so ist ag ein Atom.
Sonst gibt es ay mit 0 < ay < ag und ay # 0 und ay # ay.

Entweder ist a1 Atom oder es gibt aufgrund der gleichen Schlufiweise
ein ag # 0, ay # a3 mit 0 < ay < ay und so weiter. Man erhilt so
eine Folge von a; € M mit a;1 < a;, a;1q # a; fiir alle Flemente der
Folge.

Somit sind alle Elemente der Folge verschieden, denn wiirde fiir k& > ¢
ap = a; gelten, dann wire ap = ... = a;41 = a; im Widerspruch 7u
aip1 # a; (denn ap < ... <a;41 <a; und < ist eine Halbordnung).
Da M endlich ist, mufl die Konstruktion also nach endlich vielen
Schritten mit einem Atom abbrechen.

=  A(M)#0.
Als néchstes wird gezeigt, daf}

Annahme: v #£ 0.
Dann gibt es nach voriger Konstruktion ein Atom a < ». Es gilt aber
auch a < .

== anv = av = a
Nach Multiplikation mit v ergibt sich:
O=avv=avv=0av=nua

—> Widerspruch zur Tatsache, dafi a Atom ist!
Alsoist v =0 = v = 1.

. Unter Ausnutzung dieser Beziehung wird die Existenz der gesuchten

Darstellung nun bewiesen:
Sei f € M beliebig, dann gilt:

f=fr-1=Ff U a = U (f-a)= U a mit
H,GA(M) H,GA(M) a,EAf

Ap={ae AM)| f-a=aj,
da a € A(M) Atome sind und folglich f-a = a oder f-a =0 gilt.

Findeutigkeit:

Annahme: Sei

f=Ua=Ua

HEA‘f (J,GA‘fI
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mit Ag, Af" C AM), Ay # Af".
0. B. d. A. gebe es ag mit ag € Ay und ag ¢ A’
Multipliziert man beide Seiten der Gleichung

Ja= U a

HEA‘f (J,GA‘fI

mit ag, so ergibt sich wegen Lemma 1.2:
ag = 0, d.h. ag wire kein Atom. = Widerspruch!
Also muf} die Annahme Ay # A falsch sein.

Korollar 1.1 Ist f = UaeAf a mit Ay C A(M), so ist

Ap={ae AM)| [-a=a}.

Bezeichnung 6 [st M eine boolesche Algebra, A(M) die Menge der Atome von
M, feM, Ay CAM), sodafi f= UaeAf a, dann sei

Atomeni (f):=Ar={a € AM)| f-a=a}l.

Atomen(f) wird auch als die Menge der in f enthaltenen Atome bezeichnet.

Aus dem obigen Beweis a8t sich ein weiteres Korollar herausziehen:

Korollar 1.2

1.2.4 Unteralgebren

Definition 1.29 (Unteralgebra)

Die boolesche Algebra (M’ U, -,7) heifit Unteralgebra der booleschen Algebra
(M,U,-,7), wenn M" C M und wenn die Operationen beider Algebren auf M’
dibereinstimmen.

(Schreibweise: (M',U,-,7) C (M,U,-,7))
Daraus ergibt der folgende einfache Satz:

Satz 1.4
Ist (M,U,-,7) eine boolesche Algebra, M’ C M und gilt Ya,b € M’

aUbe M, a-be M' ae M,

dann ist (M’,U,-,7) Unteralgebra von (M,U,-,7).



KAPITEL 1. GRUNDLAGFEN 30

(Da sich jede der beiden bindren Verkniipfungen durch die andere bindre Ver-
kniipfung und die Negation ausdriicken 146t, geniigt es schon festzustellen, daf}
M’ gegeniiber Disjunktion und Negation oder gegeniiber Konjunktion und Ne-
gation abgeschlossen ist.)

Mit Satz 1.1 erhdlt man folgendes Lemma:

Lemma 1.8 Sei M eine boolesche Algebra, M’ Unteralgebra von M. Fiir die
Null bzw. Finselemente von M und M’ qilt:

]M:]M’ und 0]\/[:0]\/[/

Beweis: Sei a € M’ (= a € M).
Dann gilt wegen Satz 1.1: Tyy =aUa =Ty und Oy = ana = 0ppr. O

Um Unteralgebren M’ einer booleschen Algebra M genauer zu charakterisieren,
kann man die Atome von M’ eindeutig als Disjunktion von Atomen von M
darstellen (siehe Satz 1.3). Zieht man noch Lemma 1.2 in Betracht, so ergibt
sich der folgende Satz:

Satz 1.5
Sei M eine boolesche Algebra, M’ Unteralgebra von M. Seien aq, ..., a; die
Atome von M.
Dann ist
{Atomenr(ay), ..., Atomens(ar)}

eine Partition der Menge A(M) der Atome von M.

Beweis:

o Fiirie {1,....k} gilt:
Atomens(a;) # 0, da a; # 0 (a; Atom von M’).

o s gilt:
Atomenr(a;) N Atomenr(a;) = 0 fiir i # j.

Beweis:
Annahme: Sei S = Atomeps(a;) N Atomens(a;) # 0.

Es gﬂt ; = Ua,EAtom,eM(a,;) a und aj = UaEAtom,eM(a]) a
== a;-a; = Ua#()
a€S

Da a;, a; Atome von M’ gilt aber nach Lemma 1.2:
a; -a; =0 — Widerspruch
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o Wegen Korollar 1.2 angewendet auf M’ gilt:

w=Ue=UC U o= U

1<i<k 1<i<k a€Atomens(a;) H’GU1<7‘<I< Atomeps(a;)

Andererseits gilt wegen Korollar 1.2 angewendet auf M:

]M: U a

aEA(M)

Wegen 15 = 1y und da die Darstellung als Disjunktion von Atomen
eindeutig ist, gilt:

U Atomepns(a;) = A(M)
1<i<k

Ist M eine boolesche Algebra und sind durch eine Partition P der Atome von M
die Atome einer Unteralgebra M’ von M vorgegeben, so erhilt man sdamtliche
Flemente von M’ als Disjunktionen dieser Atome.

M’ hat dann wegen der Findeutigkeit der Darstellung als Disjunktion von Ato-
men 2Pl verschiedene Elemente.

1.2.5 Erzeugendensysteme

Definition 1.30 (Von F erzeugte Unteralgebra) Sei M eine boolesche Al-
gebra und . C M eine Teilmenge der Flemente von M. Dann heifit die (bzgl.
Mengeninklusion) kleinste Unteralgebra < F > von M, die alle Elemente von F
enthdlt, die von F erzeugte Unteralgebra von M.

Frst das nun folgende Lemma liefert die Berechtigung fiir obige Definition, da
er aussagt, dafl es stets genau eine solche Unteralgebra gibt:

Lemma 1.4 Sei M eine boolesche Algebra, © C M. Sei U(M, F) die Menge
der Unteralgebren von M, die F enthalten. Dann gilt:

< F >= ﬂ M’
M'el (M, F)

ist eine boolesche Algebra, die F enthdlt.

Dal < K > dann die kleinste aller Unteralgebren von M ist, die F enthalten,
folgt nun leicht aus der Tatsache, daB fiir jede Unteralgebra M” aus U(M, F)
gilt:
<E>= [} McM.
Ml (M,F)
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Definition 1.31 (Erzeugendensystem) F C M heifst Frzeugendensystem der
booleschen Algebra M, wenn < F >= M.

Im allgemeinen gibt es zu einer hooleschen Algebra eine Vielzahl von FErzeugen-
densystemen. Fin mogliches Erzeugendensystem ist durch die Menge der Atome
gegeben.

Lemma 1.5 st M eine boolesche Algebra und |M| > 2, dann gilt:

M =< A(M) > .

Beweis:

e Da < A(M) > Unteralgebra von M, gilt < A(M) >C M.

e Da jedes Element von M sich als Disjunktion von Atomen schreiben 1a8t,
A(M) C< A(M) > und < A(M) > hinsichtlich U abgeschlossen ist, gilt

M C< A(M) > .

Fine mehr konstruktive Charakterisierung der von einer Menge F erzeugten
Unteralgebra von M liefert der folgende Satz:

Satz 1.6 Sei M eine boolesche Algebra, K C M. Die von F erzeugte Unteral-
gebra < FE > ist die Menge aller Flemente von M, die durch U, - und — aus den
Flementen von F erzeugt werden kénnen.

Na < F > eine boolesche Algebra ist und F C< F >, sind alle Flemente von
M, die durch U, - und — aus Flementen von K erzeugt werden kénnen, auch in
< F > enthalten.

Daf jedes Element aus < F > durch U, - und — aus Flementen von F erzeugt
werden kann, 148t sich aus dem folgenden Lemma schlieflen:

Lemma 1.6 Sei M eine boolesche Algebra, 2. C M, F = {xy,...,2,}. Dann
gilt fiir die Menge A(< F >) der Atome von < F >:

A< E>)y=Aay ~..ocam | (e1y.oe) € {0,137 2y - ool £ 0.

Hierbei sei TJ = x; und T? =7;.

(Beweis siehe [Hot74].)
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1.2.6 Homomorphismen boolescher Algebren

Im Zusammenhang mit der Synthese boolescher Funktionen (siehe Kapitel 3)
sind Homomorphismen, inshesondere Automorphismen, boolescher Algebren von
Interesse. Homomorphismen boolescher Algebren sind wie folgt definiert:

Definition 1.32 (Homomorphismen boolescher Algebren)
Seien M und M’ boolesche Algebren und sei h eine Abbildung von M in M’. h
heifft Homomorphismus von M in M', wenn Ya,b € M qilt:

1. h(aUb) = h(a) U h(b)
2. h(anb) = h(a) N h(b)
)

3. h(@) = h(

2

Ist h bijektiv, so heiffit h Isomorphismus. Fin Isomorphismus von M in M
heiffit Automorphismus.

Anmerkung: Forderungen 1 3 sind nicht unabhingig. Mit Hilfe der de Morgan
Formeln kann man aus Forderung 1 und 3 Forderung 2 herleiten und aus Forde-
rung 2 und 3 Forderung 1.

Folgerung:

e h(1)="h(aU@)=h(a)Uh(a) =1

e 1(0) =0 (analog)

Aus der Findeutigkeit der Darstellung eines Flementes einer hooleschen Algebra
als Disjunktion von Atomen ergibt sich das folgende T.emma:

Lemma 1.7 Fin Homomorphismus h : M — M’ ist eindeutig bestimmi durch
die Angabe der Bilder der Atome von M, d.h. durch Angabe von h|A(M).

Fin wichtiges Beispiel fiir einen Isomorphismus ist die Isomorphie zwischen der
booleschen Algebra S(D) und der Potenzmenge von D.

Satz 1.7 Die Abbildung

ON :§(D)—2",
die jeder booleschen Funktion f € S(D) ihre ON Menge ON(f) zuordnet, ist
ein Isomorphismus zwischen (S(D),U,-,7) und (27,0,N,7), wobei im zweiten

Fall U, N und — die mengentheoretischen Operationen Vereinigung, Durchschnitt
und Komplement bzgl. D sind.

Beweis:
Seien f, g € S(D). Sei & € D beliebig.
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fUg)z)=1 & f(z)=1o0oder g(z)=1
— ON(fUg)=O0ON(f)UON(g)

o?(m):] =4 ()7&]
—  ON(f)=D\ON(f)=ON(f)

[ ]
—~

e Fsist klar, dafl ON surjektiv und injektiv ist.

Bemerkung 6 Satz 1.7 ist ein Spezialfall des Satzes von Stone fiir endliche
boolesche Algebren, der aussagt, daff jede endliche boolesche Algebra M mit der
Menge A von Atomen isomorph ist zu einer Algebra (QA, U,-.7), wobei U, - und
= die mengentheoretischen Operationen sind. *

Im folgenden ist es haufig niitzlich, eine boolesche Funktion aus S(D) als Teil-
menge von D, ndmlich als ihre ON Menge, aufrufassen.

Ausgehend von einer Permutation auf D 148t sich leicht ein Automorphismus

auf S(D) definieren:

Lemma 1.8 Ist 0 € Per DY eine Permutation auf D C {0,1}", so ist
he : S(D)Y— S(D), hy(f) =g mit g(o(x))= f(z)Va € D

ein Automorphismus auf S(D).

Beweis:
7Zum Beweis des Satzes wird von der Isomorphie zwischen S(D) und der zu-
gehorigen ON Mengen Algebra Gebrauch gemacht.

Es gilt nach Definition von h,:
ON(ho(f)) = {o(2) |+ € ON(f)} = o(ON(f)

Ug))
JUON(g))
NUa(ON(g))
))UON( +(9))
f)Uho(g))

Gleichung (*) gilt, da o eine Bijektion auf D ist. Es macht keinen Unter-
schied, ob man 2 Mengen zuerst vereinigt und dann die Flemente mit o
(bijektiv) ,umbenennt“ oder zuerst die Elemente ,umbenennt* und dann

ON(h,(fUg)) = o(ON(

~ o(ON(
() (()N(
— (h
= ON(h,

Ko

f
f
f
(.
(.

die beiden Mengen vereinigt.

’Die Atome von S(D) sind die Funktionen X, die genan an einer Stelle ¢ € I} den Wert 1
annehmen. In Satz 1.7 sind im Bild des Isomorphismus die Funktionen X° durch ihre einzige
1 Stelle € ersetzt.

YUnter PerD ist die Gruppe aller Permutationen auf /2 zu verstehen.
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e Analog erhilt man

ON(hq(f)) = ON(ho(f)) = ON(h,(f))

e Da o eine Bijektion auf D ist, ist ¢ angewendet auf Teilmengen von D
(d.h. auf ON Mengen) auch eine Bijektion auf 2”. Aufgrund der Isomor-
phie zwischen Elementen aus S(D) und ihren ON Mengen ist auch h, auf
S(D) eine Bijektion.

Bezeichnung 7 In diesem Zusammenhang wird h, als der durch o induzierte
Automorphismus auf S(D) bezeichnet.

Satz 1.8 Fin Homomorphismus h : M — M ist genau dann ein Automorphis-
mus, wenn die Abbildung b’ : A(M) — A(M) mit h(a) = h(a) Ya € A(M)

wohldefiniert ist und eine Permutation auf den Atomen von M ist.

Beweis:

,<=": Sei h ein Automorphismus, d.h. sei h bijektiv.

e Zur Wohldefiniertheit:
Das Bild eines Atoms unter h ist ein Atom, denn:
Sei a € M ein beliebiges Atom. Dann gilt Vb € M: ab = 0 oder ab = a.
Da h surjektiv, gilt Ve € M ¢ = h(b,.) fiir ein b. € M.
h(a) ist ein Atom, da
— Yee M gilt:
h(a)-c = h(a) - h(b.) = h(ab.) =
(a)-e=h(a)-h(b:) = h(ab.)
— h(a) # 0, da sonst h(a) = h(0

injektiv.

o Zur Injektivitat:
Die Tnjektivitdt von b’ folgt aus der Tnjektivitit von h.

()oder
h(0) =

(0) mit a 7£ 0 und h wire nicht

e Zur Surjektivitit:
Da h bijektiv ist, muf} es zu jedem Atom a ein Urbild unter i geben.
Es ist lediglich noch zu zeigen, dafi das Urbild eines Atoms a wieder-
um ein Atom ist:
Angenommen es gibe b € M \ A(M) mit h(b) = a, dann wire
b=U<icn @ mit n > 2.
= h(b) = Ur<i<n h(a;), wobei wegen der Injektivitat h(a;) # h(a;)
fiir 7 #£ j.
= Widerspruch zu h(b) = a, da die Darstellung von h(b) als Dis-
junktion von Atomen eindeutig ist.
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= b’ ist wohldefiniert und eine Permutation auf A(M).

»=—="“: Sei h: M — M ein Homomorphismus, h’ sei eine Permutation auf A(M)
mit h'(a) = h(a) Ya € A(M).
Die Flemente von M werden als Vereinigung von Atomen dargestellt. Aus
der Bijektivitit von A’ und der Eindeutigkeit der Darstellung als Disjunk-

tion von Atomen folgt die Bijektivitdat von h.
O

Angewendet auf die boolesche Algebra S(D) liefert Satz 1.8 die nun folgende
Aussage. Dabei wird die umkehrbar eindeutige Fntsprechung von Atomen von
S(D) zu Elementen von D (ndmlich gerade zu den Elementen, auf denen die
Atome 1 liefern) ausgenutzt.

Satz 1.9 Zu jedem Automorphismus auf S(D) gibt es eine Permutation o €
PerD, die diesen Automorphismus induziert.

Beweis:

Sei X € S(D) (e € D) definiert durch

1 falls @ = €

Ale) = {0 falls o € D\ {e}
Die Menge der Atome von S(D) ist
A(S(D))={X"|ee D}.
Sei h ein Automorphismus auf S(D). Dann gilt nach Satz 1.8
MX)= X"V vee D,

wobei ¢ eine Permutation auf D ist.

Der von ¢ induzierte Automorphismus h, ist nun gleich h. Es geniigt nach Lem-
ma 1.7, die Gleichheit auf den Atomen nachzuweisen.

Es gilt Ya € D:

ha (X)) = X(0~ () = X7O(ar)
—  h,(X) = h(X)
h

—  h,=h

Ist ein Automorphismus auf S(D) gegeben, so handelt es sich also immer um
eine Transformation der entsprechenden ON Mengen durch eine Permutation
auf D.
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1.2.7 Automorphismengruppen boolescher Algebren

Hat man bei der Logiksynthese eine Gruppe von Automorphismen gegeben, die
die zu realisierenden Funktionen fest lassen, so kann man von diesem Wissen
mit Vorteil Gebrauch machen (siehe Kapitel 3). In diesem Abschnitt sollen Ei-
genschaften von Automorphismengruppen niher behandelt werden.

Sei M eine boolesche Algebra.
G(M):={h: M — M | h Automorphismus}

ist bzgl. Hintereinanderausfithrung von Abbildungen eine Gruppe.

Die Permutationen auf der Menge A(M) der Atome von M bilden mit der Hin-
tereinanderausfithrung von Abbildungen ebenfalls eine Gruppe.

Man kann nun Satz 1.8 etwas genauer fassen:

Satz 1.10 Die Gruppen (G(M),o) und (Per A(M), o) sind isomorph.
B:G(M)— Per A(M), 3(h) = h" mit h'(a) = h(a)VYa € A(M)
st ein Gruppenisomorphismus.

Beweis:

e Nach Satz 1.8 ist g wohldefiniert.

e Esist klar, dafi die Einschrankung von h € G(M) auf A(M) ein Gruppen-
homomorphismus ist.

e Da sich jede Permutation auf den Atomen von M in natiirlicher Weise zu
einem Homomorphismus auf M fortsetzen 1486, ergibt sich in Verbindung
mit Satz 1.8 die Surjektivitit von j.

e Da nach LLemma 1.7 ein Automorphismus h schon durch h|A(M) eindeutig
bestimmt ist, ist # auch injektiv.

Angewendet auf S(D) ergibt sich also eine Tsomorphie zwischen G(S(D)) und
PerD.

Bezeichnung 8 (G(M, E))
Sei M eine boolesche Algebra, K C M.

GM,E):={h e G(M) | h(e) =eVe € F}

G(M, E) ist die Untergruppe aller Automorphismen, die die Elemente von F
festlassen.
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Lemma 1.9 G(M, F) ist eine Untergruppe von G(M).

Beweis:
7. 7. G(M, F) ist abgeschlossen gegeniiber den Gruppenoperationen.
Seien hy,hy € G(M, F).

= Ve € Egilt (hohs)(e) = hi(ha(e)) = hi(e) = ¢
= hiohy € G(M,F)
Ve € E gilt hy'(e) = by (ha(e)) = e
— B €G(M,E)

Das niachste LLemma zeigt, daffi man sich bei der Betrachtung von Teilmengen
von M, die unter einer Untergruppe der Automorphismen auf M fest bleiben,
auf Unteralgebren von M beschrinken kann.

Lemma 1.10 Sei F C M und M’ =< E > die durch F erzeugte Unteralgebra.
Dann gilt:
G(M,FE)=G(M,M")

Beweis:

Sei h € G(M, E).

7. 7.: h 1aB¢t alle Flemente fest, die durch U, - und — aus Elementen von F erzeugt
werden kénnen.

Seien €1, e5 € K. Dann gilt:

h{er Uey) = h(ey)U h(ez) = ey Uey
hier-e3) = h(ey)-h(ex) = e1 - ey

h(er) = h(e1) =&r

Der Beweis, daf fiir alle Elemente ¢ €< F > h(e) = e gilt, erfolgt durch Induk-
tion iiber die Anzahl der Operationen, die benétigt werden, um e aus Elementen
von I zu erzeugen.

= heGM,<FE>) = G(M,E)CGM,< E>)

Da K C< E >, ist G(M,< FE>) C G(M, FE) trivial.

Die Tatsache, dafi die Atome einer Unteralgebra M’ von M gemif Satz 1.5 eine
Partition auf den Atomen von M liefern, fiithrt zu einer ndheren Charakterisie-
rung der Untergruppe der Automorphismen, die die Elemente von M’ festlassen.
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Die Atome von M’ miissen unter jedem Automorphismus h aus G(M, M’) fest-
bleiben. (Diese Forderung geniigt aber auch schon, da simtliche Elemente von
M’ unter h festbleiben, wenn die Atome unter h festhleiben.)

Ist @ ein Atom von M’ so darf h die Atome aus Atomeps(a) permutieren, da
eine Permutation innerhalb von Atomeas(a) a selbst festlafit.

h darf aber nicht ein Atom aus Atomens(a) aufein Atom ¢ Atomens(a) abbilden,
da sonst h(a) # a. (Beachte dazu immer die FEindeutigkeit der Darstellung als
Disjunktion von Atomen.)

Aus diesen Uberlegungen resultiert eine Verfeinernng von Satz 1.10:

Satz 1.11 Sei M’ Unteralgebra der booleschen Algebra M. Sei die Menge der
Atome von M’ A(M’) = {ay,...,a;}.

Dann ist G(M, M") isomorph zum direkten Produkt der Permutationsgruppen
auf Atomenr(a;), d.h.

G(M, M"Y~ Per Atomepn(ar) X ... x Per Atomens(ay)

vy G(M, M"Y — PerAtomens(a1) X ... x PerAtomens(ay),
y(h) = h" mit h'(a) = h(a) Ya € A(M)

st ein Gruppenisomorphismus.

Gibt man eine Unteralgebra M’ von M vor, so liefert G(M, M’) die Untergruppe
aller Automorphismen, die M’ festlassen.

Ist umgekehrt eine Teilmenge G’ der Automorphismengruppe G(M) gegeben, so
interessiert man sich fiir die Teilmenge M’ von M, die unter allen Automorphis-
men aus (' festbleibt.

Bezeichnung 9 Sei M eine boolesche Algebra, G' C G(M). Mit
M(G'):={fe M |h(f)=fYhed}

wird die Teilmenge von M bezeichnet, deren Flemente unter allen Automorphis-
men aus (' festbleiben.

Lemma 1.11 M(G’) ist eine Unteralgebra von M.

Beweis:

Seien f, g € M(G"), d.h. h(f) = f, h(g) =g Yh € G".
= h(fUyg)

h(f)

h(f)Uhlg)=fUg

(=7

I
>
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Lemma 1.12 Fs gilt fiir jede Unteralgebra M’ von M: M(G(M,M')) = M'.

Beweis:

o M'C M(G(M,M")):
Sei fe M'.Yo e G(M, M) gilt: o(f) = f.
= [ € M(G(M,M"))
e M(G(M,M"))C M":
Sei f¢ M. (= [#0)
Da f # 0, mufl es Atome ay,...,ar € A(M’) geben (k> 0) mit fa; # 0
V1 <0 <k (wegen Ueapya=1).

Wire fiir alle Atome a; mit 1 <4 <k fa; = a;, so wire f = Uy <;<p a; und
somit f &€ M'.

Somit gibt es a, € A(M’) mit 0 # fa, # a,.

Es g]]t f = UaEAtom,eM(f) a und ap = UaEAtom,eM(a,p) a.
Es gilt also:

0 £ Atomen(f) N Atomens(a,) # Atomens(ay,)
Fs gibt also mq, mg mit
mq € Atomen(f) N Atomens(a,) und

mo € Atomeps(a,) \ Atomens(f)

Nun kann man einen Automorphismus definieren, der M’ festlafit, aber f
nicht festlafit:
Sei p € Per A(M) mit

mao, falls a = my
pla) =< my,falls a = my
a, sonst

Sei h = 37" (p) der zu p gehdrige Automorphismus.
Dann ist h € G(M, M'), da h M’ festlaBt, aber

W= U ma= U pa)£f

a€ Atomens(f) a€ Atomens(f)

= [ ¢ M(GIM,M")), da es in G(M,M’) einen Automorphismus h
gibt, der f nicht festlaft.

Lemma 1.13 . My CMy, = G(M,My)CG(M,M)



KAPITEL 1. GRUNDLAGFEN 41

Beweis:

zu 1.0 Sei g € G(M,M,), dann gilt g(a) = a Ya € My und damit auch VYa €
My C M.

7u 2.0 Sei a € M(G3), dann gilt Yg € G5 g(a) = a und damit V¢’ € Gy C G

g (a) = a.
— a € M(G1) (|



Kapitel 2

Motivation fiir mehrstufige
Logiksynthese

2.1 Kosten zweistufiger Realisierungen

Hiufig werden zur Realisierung boolescher Funktionen zweistufige Losungen (Po-
lynome) gewihlt. Zum einen kann man boolesche Polynome leicht durch pro-
grammierbare logische Felder (PILA’s) realisieren, zum anderen gibt es relativ
gute heuristische Verfahren (z. B. ESPRESSO 1T [BHMSVR&4]), die in der La-
ge sind, zu einer booleschen Funktion Minimalpolynome bzw. Polynome, deren
Kosten die eines Minimalpolynoms nicht wesentlich iibersteigen, zu herechnen.

Die Frage, warum man sich nicht auf zweistufige Realisierungen beschrankt, son-
dern auch mehrstufige Logiksynthese durchfiihrt, ist leicht zu beantworten:
Héufig sind Minimalpolynomrealisierungen einer Schaltfunktion wesentlich teu-
rer als andere Realisierungen. Fs ist i. a. nicht giinstig, sich bei der Suche nach
guten Realisierungen fiir eine hoolesche Funktion auf Minimalpolynome 7zu be-
schrianken.

Als Extrembeispiel fiir eine solche Funktion soll hier die Exklusiv. Oder Funktion
mit n Fingdngen dienen:

exor,(x1,...,0,) =

{ 0, falls (37— ;) mod 2 =0

1, sonst

Man iiberlegt sich leicht, daf3

— €1 €n
p= \/ - may

(2:7:1 €;)mod2=1

die kleinste zweistufige Realisierung von exor, ist. Die Kosten betragen

C(p) = (n—1) 20 2m 1y = w2
Kosten fiir 1 Monom Oder-Gatter

42
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Daf es sich bei der exor, Funktion sogar um eine Funktion mit dem teuersten
Minimalpolynom handelt, schlieffit man aus dem folgenden Lemma und der Tat-
sache, dafi die Monome in p vollstindig sind.

Lemma 2.1 Zu jeder booleschen Funktion f € B, gibt es eine Polynomrealisie-
rung mit < 2"~ Monomen.

Beweis:
Beweis durch Induktion iiber n.

n=1:Esgilt,da f=0, f=2, f=7oder f=1.
Fs ist klar, dal es eine Polynomrealisierung mit < 1 Monom gibt.

n—mn+1:Sei f€B,1.

.f(m17"'7'7;77,+1):m77,+1 '.f(m17"'7'7;77,70)+m77,+1 'f(.??1,...7.7,‘n,‘l)

Die Funktionen fo und f; mit

fﬂ(m17"'7mn) = f(m17"'7mn70)7
filzr,oooan) = flag,.. 2, 1) Yo e{0,1}"

sind aus B,, und haben nach Induktionsvoraussetzung Polynomdarstellun-
gen po und p; mit jeweils < 2771 Monomen. Aus

P="Tnt1 - Po+ Tug1 P

erhdlt man durch Anwendung des Distributivgesetzes ein Polynom mit

< 2-(2"7") = 2" Monomen, das f realisiert.
O

Obwohl die Funktion exzor, hinsichtlich Polynomrealisierung also eine ‘schwer-
ste” Funktion ist, kann sie mehrstufig sehr leicht realisiert werden: Wie in Bild
2.1 dargestellt, geniigt ein (balancierter) Baum aus n — 1 exory Gattern als
Realisierung FXORp, (exory ist assoziativl).

Eine Realisierung N XORp, durch einen Ry Schaltkreis erhdlt man, wenn man
in Bild 2.1 die exory Gatter durch die Schaltung von Bild 2.2 ersetzt.

Die Kosten von XX O Rpg, betragen
Cp,(EFXORpB,)=mn—1,
die Kosten von X O Rpg, betragen

Cr(EXORR,) =3(n— 1),
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Tr1 T r3 T4 rs Tg TrTr Iy

exror exror exror exror

exror exror

exror

Abbildung 2.1: Realisierung £ X O Rp, (Beispiel fiir n = 8)

T

Abbildung 2.2: Schaltung fiir exzor,
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d.h. die Kosten des Minimalpolynoms sind exponentiell in den Kosten der ange-
gebenen mehrstufigen Realisierungen.

Anmerkung: Fs gilt sogar
Cr,(exor,)=n—1=Cp,(KFXORB,).

d.h. die angegebene Realisierung ist By optimal. Dies folgt aus Lemma 2.2 (fiir
Funktionen, die von allen Fingdngen abhingen, siche auch [Wegg7], S. 120, Theo-
rem 1.1) und der Tatsache, daf exor, von allen n Fingingen abhingt.

Lemma 2.2 Ist eine Funktion f € B, von mindestens m Variablen abhingig,
soist Cg,(f)>m — 1.

Beweis:
Sei 5 = ((V, F),typ, pe, pa) ein optimaler By Schaltkreis fiir f.

e — Da f von mindestens m Eingingen abhiangt, gilt fiir mindestens m
Eingangsknoten (K PAD Knoten) e:

outdeg(e) > 1.
— Da S optimal ist, gilt f. a. Knoten v mit typ(v) € By :
outdeg(v) > 1.

(Denn sonst kénnte der Knoten eliminiert werden, ohne die bherech-
nete Funktion zu verdndern.)

I

= Zm+0B2(f) (])

e — F.a. Knoten v mit typ(v) € By gilt: indeg(v) = 2
— Fiir Ausgangsknoten (APAD Knoten) a gilt: indeg(a) =1
— F. a. Eingangsknoten (FPAD Knoten) e gilt: indeg(e) = 0

= |E|=208,(f)+1 (2)
(1), (2) = 20R,(f)+12>m+ Ch,(f)
g CBQ(f) >m —1

Aus LLemma 2.2 folgt dariiber hinaus, dafl exzor, unter allen Funktionen aus B,
die von allen Variablen abhidngen, minimale Komplexitit hat. Insofern ist exor,
bzgl. mehrstufiger Realisierung eine ‘leichteste’ Funktion, obwohl sie hzgl. zwei-
stufiger Realisierung eine ‘schwerste’ Funktion ist!
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2.2 Der Shannon—Effekt: Ein nur scheinbar zufrie-
denstellendes Resultat

Der nun folgende Abschnitt dient im wesentlichen zwei Zielen: Zum einen soll die
Komplexitit boolescher Funktionen grundsitzlich untersucht werden, zum an-
deren soll geklart werden, was man von Algorithmen zur Logiksynthese erwarten
kann und was nicht.

Schon 1949 gelang es Shannon, mit einfachen Abzihlargumenten folgenden Satz
zu zeigen ([Sha49]):

Satz 2.1 (Shannon ’49) Fiir hinreichend grofie n haben fast alle“" Funktio-
nen f € B, eine Komplexitit von

CBQ(f) > ?

Auf der anderen Seite gibt es einen Satz von Lupanov ([Lup5h8]), der folgendes
besagt:

Satz 2.2 (Lupanov ’58) Zu jeder Funktion [ € B, gibt es eine Realisierung
Ly (ndmlich die Lupanov’sche k s Darstellung) mit
27’], 27’],
Cr,(Lj) < —+o(—).

n n

Aus diesen beiden Sdtzen kann man folgern, daf} ,fast alle* Funktionen f € B,
fast die gleiche Komplexitit wie die schwerste Funktion in B, haben. Diesen
Effekt nennt man nach Lupanov (70) den Shannon—Effekt.

An dieser Stelle kénnte es auf den ersten Blick so aussehen, als ob sich eine
weitere Behandlung des Themas eriibrigen wiirde: Man kann zu fast allen Funk-
tionen aus B, mit der Lupanov’schen k s Darstellung eine nahezu optimale
Realisierung angeben.

Dafl man an dieser Stelle nicht aufhort, sondern nach anderen Syntheseverfahren
sucht, hat folgende Griinde:

e Bei den eben vorgestellten Aussagen handelt es sich um asymptotische
Resultate. Fiir kleine n kann die Komplexitit einer Lupanov’schen k s
Darstellung % deutlich iibersteigen.

e Bei den in der Praxis auftretenden booleschen Funktionen handelt es sich
meist nicht um zufillig gewiirfelte Funktionen, sondern um Funktionen,
die von einem menschlichen Benutzer spezifiziert worden sind (7.B. aus

"Die Formulierung . fast alle Funktionen f € B,, haben Figenschaft P ist gleichbedentend
mit der Aussage

[{f € B, | f hat Eigenschaft P nicht}| /|Bn| — 0 fiir n — oo.
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einem bestimmten algorithmischen Problem hervorgegangen sind). Daher
weisen sie hiufig gewisse Regelmdfsigkeiten bzw. Struktureigenschaften auf.
. . . . . . n . .
Sie sind fast immer mit weit weniger als 27 Gattern zu realisieren.
Aufgabe von Logiksyntheseverfahren ist es nun, solche Struktureigenschaften zu
erkennen und sie fiir die Realisierung auszunutzen.

Fine mégliche Struktureigenschaft einer booleschen Funktion ist die nichtirivia-
le Zerlegbarkeit. Fin Syntheseverfahren, das auf der Ausnutzung nichttrivialer
Zerlegungen beruht, wird in Kapitel 4 vorgestellt.

Fine andere Moglichkeit ist die Ausnutzung von Symmetrien bzw. bestimmten
Invarianzen bei der Synthese. Dies wird in Kapitel 3 niaher erlautert.

Zunichst soll noch untersucht werden, ob dhnliche Resultate auch fiir Funktionen
mit mehreren Ausgingen (Funktionen aus B, ) gelten.

Tatsdchlich kann man nachweisen, dafy ,fast alle“ Funktionen mit n Eingéingen

und m Aunsgingen eine Komplexitit > m?2- haben. Allerdings gilt dies nur, wenn
T

m nicht zu grof} wird.

Mit Abzdhlargumenten kann man folgenden Satz zeigen:

Satz 2.3 Fiir geniigend grofie n haben mindestens
|Bn,mr| (] B 273(77'))

n . . . A n .
der | B, | = 2™%" Punktionen aus B, ., eine Komplexitit > m%, wobei s(n) =
271
n?

Hierbei darf m allerdings nicht zu groff werden. Der Satz gilt fiir m = o(n) oder
firm < c¢-n mit ¢ < W, 6>01

Der Beweis des Satzes erfolgt mit dhnlichen Argumenten wie der Beweis des
Satzes von Shannon. Dazu wird zunichst ein Lemma bewiesen, das die Minde-
stanzahl der By Schaltkreise einer vorgegebenen Komplexitdt abschétzt.

Lemma 2.3 Héchstens

1
S(b,n,m) = E(b +n— ])Qb]bemqu/zeb

Funktionen f € B, ., kénnen durch By Schaltkreise der By Komplexitit b be-
rechnet werden.

"Man beachte, daB 270" eine mit wachsendem n sehr schnell gegen 0 strebende Funktion
ist. Die Formuliernng , fast alle Funktionen haben eine Komplexitit > m%“ ist also berechtigt.

iDie Aussage des Satzes stimmt anch mit der Anschanung iiberein: Tst m nicht zu grof und
wihlt man fiir grofies n m beliebige Funktionen fi, ..., fin € By, so ist es unwahrscheinlich,
dafi man grofiere Teile ans der Realisierung einer Funktion f; mit Vorteil bei der Realisiernng
von f; (7 # 1) verwenden kann. Die zufillig gewahlten Funktionen sind ,so verschieden®, daf}
eine getrennte Realisiernng der m Funktionen kaum teurer ist als eine gemeinsame Realisiernng

als Funktion mit m Ausgingen.
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Beweis:
Es erfolgt eine Abschitzung der Anzahl verschiedener By Schaltkreise mit n
Fingdngen, m Ausgingen und b sonstigen Zellen:

o Fiir jede Zelle, die weder FPAD noch APAD 7Zelle ist, gibt es |By| = 16
mogliche Typen.

e Fiir jeden der beiden Vorginger eines Gatters gibt es (b+n — 1) Moglich-
keiten (b — 1 andere Gatter und n Einginge).
(Dabei wird allerdings nicht beriicksichtigt, dafi Schaltkreise zyklenfrei sein
miissen. Fs wird lediglich eine obere Schranke fiir die tatsidchliche Anzahl
der verschiedenen Schaltkreise der Grofie b bestimmt.)

e Bisher wurden (b4 n — 1)% - 16b verschiedene Schaltkreise gezihlt. Jeder
Schaltkreis wurde jedoch (b!) mal gezdhlt, da b! verschiedene Numerierun-
gen der Gatter moglich sind.

e Bei jedem Schaltkreis mufl nun noch festgelegt werden, an welchen der
b Gatter die m Ausgangszellen angeschlossen werden sollen. Pro (bisher
gezihlten) Schaltkreis gibt es dazu b Moglichkeiten.

Insgesamt wird so eine obere Schranke von (b+n — ])Qb]bem/b! fiir die Anzahl
der verschiedenen Schaltkreise der Grofie b bestimmt.

FEine weitere Abschdtzung mit Hilfe der Stirling Formel liefert das Ergebnis:
Gemaf Stirling Formel gilt: b! > /27 - bb:;p

Folglich gilt

1
Vor

21

und die Aussage des LLemmas ist bewiesen. O

ES
n,m,

7um Beweis des Satzes betrachtet man eine Teilmenge B aller Funktionen
aus B, ., die gerade aus den |B:m| Funktionen € B, ,, mit geringster Komple-
xitat besteht. Obwohl [B) | fiir grofie n im Verhiltnis zu |B, | verschwindend
klein ist, kann unter Ausnutzung des Lemmas gezeigt werden, daf} die Anzahl
verschiedener Schaltkreise mit Komplexitit m% kleiner als | B} | ist. Da ver-
schiedene Funktionen aus B trivialerweise nur durch verschiedene Schaltkrei-
se realisiert werden konnen, mufl es muB also schon in By . Funktionen mit
Komplexitat > m%ﬂ geben. Alle anderen Funktionen (d.h. .fast alle“ Funktio-
nen) aus B, , miissen erst recht eine Komplexitat > mi—n haben, da B; . ja

gerade die Funktionen mit geringster Komplexitit enthilt.
Es folgt der ausfiithrlichere Beweis des Satzes:

Beweis:
Sei By eine Teilklasse von B, ,, mit

n,m,

|B* | _ 27)7,2”72”/77,2
n,m
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Funktionen.
Sei
b= b(n.m) = mar{Cr,(f) | [ € B}
= Alle Funktionen aus By . kénnen durch Schaltkreise mit b

By 7Zellen realisiert werden.

Fiir geniigend grofle n gilt:
b>mn—1 (*)

Dies folgt leicht aus der Tatsache, dafl die Anzahl der Schaltkreise mit n Fin-
gingen, m Ausgingen und Komplexitdt n — 1 kleiner ist als | B} [. Setzt man

zur Abkiirzung d := \/1—27, so gilt ndamlich:

logd+2(n— 1)log(2(n— 1))+ 4(n—1)4+(m —n — %)]og(nf 4+ (n—1)loge

log S(n—1,n,m)
n

<m2" — —
n?
—_————

log | B} |
= S(n—1,n,m) < |B; |

Realisierungen zu verschiedenen Funktionen sind trivialerweise verschieden?.
Wenn es in B also mehr Funktionen gibt als Schaltkreise mit Komplexitit
n — 1, so gibt es Funktionen in B} mit hoherer Komplexitit als n — 1.

Unter Zuhilfenahme dieser groben Abschatzung (*) soll b nun genauer hestimmt
werden.

Ausgangspunkt der Uberlegung ist wiederum die Tatsache, daf es mindestens so
viele verschiedene Schaltkreise mit n Eingdngen und m Ausgingen geben muf}
wie es Funktionen in B gibt.

= S(b777/7m/) > |B:,m|
& log S(b,n,m) > log|B;

n,m, |

T

2
= 2blog(b+n — 1)+ 4b+ (m —b—1/2)logh+ bloge + logd > m2" — —

n2
n

2
= 2b(logh+ 1)+ 4b+ (m — b — 1/2)logh + bloge +logd > m2" — —

—~~
*
~—

n2
27’],
= b(]ogb—l—G—l—]oge)—l—(m—]/2)10gb—|—10gd2m2”——2
n
Falls b < m% wire, wiirde gelten:
n 27’],
m—(n—logn+logm+6+loge)+(m—1/2)(n—logn+logm)+logd > m2" — —
n n

*Hier wird nicht ansgenutzt, daB haufig verschiedene Schaltkreise die gleiche Funktion
realisieren.
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. 1 .
Mit m S W N g]]t

mZ(n —logn + (logn —log(1+8) — 6 —loge) + 6 +loge)
+(m —1/2)(n — logn + logm) +logd > m2™ — 72%

=
27’], 27’],
m—(n —log(14+ &)+ (m —1/2)(n —logn + logm) + log d > m2™ — —
n ———— n
c=e>0
=

— —(m — 1/2)(n —logn +logm) —logd < —
em- (m —1/2)(n —logn 4 logm) — log < 3

Diese Ungleichung ist falsch fiir geniigend grofle n.

Folglich ist die Annahme, dafi b < mi—n ist, falsch.
Fiir geniigend grofle » muf} also gelten:

T

2
b=max{Cg,(f)| f€ B, .} > m- -

Wihlt man nun B als Menge der gm2" =27 [n’

n,m,

Funktionen aus B, ,, mit ge-
ringster Komplexitit, so gilt fiir alle Funktionen f € B, ., \ B -

27’],
Cruf) > max{Cr,(g) | g € By} >m

Da aber

|Bn,m, \ B: m| _ 27)7,2" _ 27)7,2",271/77’2 _ 27)7277, ) (] B 272”/77’2)
’ —
—0 ﬁ]T n—00

= |Bn,mr| : (] - 273(77'))7

ist die Aussage des Satzes gezeigt. O

Ist m nicht zu grof}, so haben also ,fast alle® Funktionen aus B, ,, eine Komple-

2m

xitdt > m 7. Will man andererseits eine Funktion aus B, ,, realisieren, so kann

n

. . . . ”, n . .
man leicht eine Realisierung mit Kosten m% + o(m%) finden, indem man die
m Ausgangsfunktionen (unter Zuhilfenahme des Satzes von Lupanov) getrennt

realisiert. Insofern tritt auch hier ein ,Shannon Effekt* auf.

Bei zufillig gewédhlten Funktionen aus B, , kann man infolgedessen nur fiir
grofle m darauf hoffen, dafl eine gemeinsame Realisierung der Ausgangsfunktio-
nen Vorteile im Vergleich zu einer getrennten Realisierung hat.

Bei Funktionen, die in der Praxis auftreten, sieht die Situation allerdings ganz
anders aus:

Héufig weisen bei Funktionen mit mehreren Ausgingen die verschiedenen Aus-
gangsfunktionen eine dhnliche Struktur auf. Effiziente Realisierungen nutzen die-
se Tatsache aus, indem sie gleiche Teilschaltungen bei der Realisierung mehrerer
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Ausgangsfunktionen benutzen. Die FEffizienz solcher Realisierungen beruht oft
gerade auf der ,Mehrfachverwendung® gleicher Teilschaltungen.

FEs lohnt sich also, bei der Logiksynthese nach Méglichkeiten zur Ausnutzung
gemeinsamer Teilschaltungen fiir mehrere Ausgangsfunktionen zu suchen.

Auch hierzu werden in den Kapiteln 3 und 4 Ansdtze vorgestellt.



Kapitel 3

Ausnutzung von Symmetrien

In dem grundlegenden Kapitel iiber boolesche Algebren wurden Ergebnisse zu
Invarianz boolescher Unteralgebren unter Automorphismen aufgefiihrt.

In diesem Kapitel soll nun die Ausnutzung solcher Figenschaften bei der Synthese
von Schaltkreisen zu booleschen Funktionen aus S(D) im Mittelpunkt stehen.

3.1 G-symmetrische Funktionen

Automorphismen auf S(D) werden induziert durch Permutationen auf D C
{0, 1}
Zur Definition der ¢ Symmetrie wie in [Hot74] beschrankt man die Betrachtung
auf spezielle Automorphismen, die von Permutationen aus einer Untergruppe
P, von Per({0,1}") induziert werden. Hierbei ist P,, die Gruppe, die durch die
Abbildungen

o, 1 <1< k<mn, und

v, 1<21<mn
erzeugt werden, wobei Yo € {0,1}"
Oik( Oy ey Oy ) = (e Oy e Q)

vilog, ooy o) = (g, @, ).

Definition 3.1 (G—Symmetrie)

fes(D) (D C{0,1}") heifit G symmetrisch fir G C P, falls fir alle 0 € G
gilt:

o(D) = D und das Bild von f unter dem durch o|p induzierten Automorphismus

hy ist ho(f) = f, d. h. es gilt Va2 € D:

Definition 3.2 (Erweiterung) Sei f € 5(D).
e S(D")y mit D C D" heifst Frweiterung von f, falls f'(x) = f(x) Vo € D.

52



KAPITEL 3. AUSNUTZUNG VON SYMMETRIEN 53

Bemerkung 7 Ist eine Funktion f € S(D) nicht G symmetrisch, da es o0 € G
gibt mit o(D) # D, so kann es trotzdem eine Frweiterung ' € S(D) geben,
die ¢ symmetrisch ist. Jeder Schaltkreis, der f' realisiert, realisiert auch f.
Will man bei der Realisierung von f G Symmetrie ausnutzen, so ist es hdufig
vorteilhaft, zu einer Frweiterung von f iiberzugehen und diese zu realisieren.

Etliche allgemein gebrduchliche Symmetriedefinitionen sind als Spezialfille der
(G Symmetrie anzusehen:

Bezeichnung 10

o Ist f{ou|1 < i< k < n} symmetrisch, so bezeichnet man [ auch als
totalsymmetrisch.
Fs gilt dann

f(a17"'7an) = f(ﬁ17"'7ﬁn) vav ﬁ mit Eai - Zﬁ?
=1 =1

o st f{lop|l <i<k<m;ikel} symmetrisch (A C{1,....n}, |A] > 1),
so bezeichnet man f als teilweise symmetrisch in der Variablenmenge X.
Fs gilt dann

f(a17"'7an):f(ﬁ17"'7ﬁn)
Ya, 3 mit Zai:Zﬁi und o; = 0; firie {1,...,n}\ A

1EN 1EN

o Ist [ {ou} symmetrisch fir 1 < i < k < n, so bezeichnet man [ als
(paarweise) symmetrisch in den Variablen (x;, xp).

Fs gilt dann Yoy € {0,1}, 1€ {1,...,n}\{i, k}

f(O”v"'7(177717070/17-{—17-"7(1]4717]7(1]4—{—17"'70‘”,):
f(a17"'7a17717]7a77+17-"7(1]471707(1]4—{—17"'7(177,)

o Ist f{v; 00 0ovi} symmetrisch fir 1 <i < k <n, so bezeichnet man f
als dquivalenzsymmetrisch in den Variablen (x;, xp).

Fs gilt dann Yoy € {0,1}, 1€ {1,...,n}\{i, k}

f(O”v"'7(177717070/17-{—17-"7(1]4717070‘]4—{—17"'70‘”,):
f(a17"'7a17717]7a77+17-"7(1]4717]7(1]4—{—17"'7(177,)

o Ist [ {v;} symmetrisch fir 1 < i < n, so ist f unabhingig von der Fin-
gangsvariablen x;.

Fs gilt dann Yoy € {0,1}, 1€ {1,...,n}\ {i}
f(oqv"'7(17771707(177—{—17"'7(177,) = f(oqw"7(177717]7(177—{—17"'7(177,)
Bemerkung 8 Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen,

daf$ G eine Gruppe ist, denn wenn f (G symmetrisch ist, dann ist f auch < G >
symmetrisch, wobei < G > die von (G erzeugte Untergruppe von P, bezeichnet.
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3.2 Realisierungen mit mehreren Polynomstufen

Fine Méglichkeit der mehrstufigen Realisierung einer booleschen Funktion f €
By, m ist nach [Hot74] die Darstellung als Schaltkreis mit mehreren Polynomstu-
fen. Dabei werden wie in Abbildung 3.1 angedeutet k& Schaltkreise zu booleschen
Polynomen Py, ..., P, mit mehreren Ausgingen hintereinandergeschaltet*!.

Es folgt eine formale Definition fiir Schaltkreise mit mehreren Polynomstufen.
Dabei werden Funktionen a; : N ~ F verwendet. a;(j) liefert eine Kante des
7. Ausgangs des 1. Polynoms.

Definition 3.3 (Schaltkreis mit mehreren Polynomstufen)

o Ist S = ((V,FE),typ,pe,pa) die Interpretation eines booleschen Polynoms
mit m Ausgingen iiber Var,, so ist S ein Schaltkreis mit 1 Polynomstufe,
n Fingdingen und m Ausgdingen. Die Ausgangsnumerierungsfunktion aq :
{1,...,m} — F ist folgendermafen definiert:

a1(j) = (v,pa(y)) mit (v,pa(j)) € F

o Sei i = ((Vi, Fi), typr. pex, pax) ein Schaltkreis mit k Polynomstufen
(k> 1), n Fingingen und my Ausgingen. Seien ay’, ... a;" die zugehori-
gen Ausgangsnumerierungsfunktionen der 1. bis k. Stufe. Sei Sp = (Vp, Ep), typp, pep, pap)
die Interpretation eines booleschen Polynoms mit m Ausgingen diber Var,, .
Dann ist
S = ((V, E),typ,pe,pa) = s_comp(Sk, Sp)

ein Schaltkreis mit (k4 1) Polynomstufen, n Fingdngen und m Ausgingen.
Fiir die zugehérigen Ausgangsnumerierungsfunktionen ay bis apyq der 1.

bis (k + 1). Stufe gilt:
! !
1 =07 5...,0p1 = 0F1

ap {1, ..omp} — F, ap(j) = (v,u)
fiir beliebiges (v,u) € F mit (v, pag(j)) € Fi

Ak41 - {]7' : .777?/} — K, g (7) = (?)77)(1,(].)) mit (?)77)(1,(]')) er

Sei § = ((V, F),typ,pe,pa) nun ein Schaltkreis mit & Polynomstufen, n Ein-
gingen und m Ausgingen und sei fir 1 < i < k a; : {1,...,m;} — F die
Ausgangsnumerierungsfunktion der i. Stufe (mj; = m). Die j. Ausgangsfunktion
des i. Polynoms ist dann die durch die Leitung a,(j) berechnete Funktion Jai ()

"Die Realisierung durch mehrere Polynomstufen stellt keine wirkliche Finschrankung dar. Tst
ein {andz, or2, not} Schaltkreis gegeben, so erkennt man anhand einer beliebigen topologischen
Sortierung des Schaltkreises sofort, dafi es sich nm einen Schaltkreis mit mehreren Polynom-
stufen handelt. Hierbei kann es sich bei den Polynomen anf den einzelnen Stufen allerdings nm
sehr triviale ,Polynome“ handeln, die teilweise nur ans einem Und Gatter, Oder Gatter oder
Inverter bestehen.
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Abbildung 3.1: Schaltkreis mit & Polynomstufen

{0,1}" — {0, 1}. Tm folgenden Satz wird Ja,(j) durch f7(7) bezeichnet. Zusatzlich

bezeichnet fiir 1 < 7 < n f;o) die j. Projektion 77 aus B,. Fiir die durch §
definierte Funktion f e B, ,, gilt:

k .
Ii= f7( = Jary V1<j<m
Satz 3.1 Unter den oben angegebenen Voraussetzungen gilt . a. 1 <1 < k:

< .f1(i)7---7.fq§§f,); SC< fY LT s

S MMy 1

Beweis:
Nach Definition von Schaltkreisen mit & Polynomstufen 1483t sich jede Funktion
f;z) (1 < j < m;) mit Hilfe von Operationen V, - bzw. ~ aus den Funktionen

AV gewinnen. Also gilt:

(A c D) >

My —1

und damit auch

< f1(7:)7' - 7f7(rj,) >g< f1(7:71)7' B f(771) >,

S MMy 1

da < f1(7:71), .. -7,f¢()j;11) > hinsichtlich Vv, - und — ahgeschlossen ist.

Jeder Schaltkreis mit k& Polynomstufen liefert also eine aufsteigende Kette von
Unteralgebren von B,:
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<P s=< fE s e
C...c<fO 95 = B,

Dabei bilden die Funktionen f1(7:)7...% T();? ein ausgezeichnetes Erzeugendensy-
stem von < f1(7'), .. ,fT();? >.

Hat man eine solche aufsteigende Kette gegeben und zusétzlich die ausgezeichne-

)

K] K] B .
ten Erzeugendensysteme f1( ), .. ,fT(n” so kann man leicht einen entsprechenden

Schaltkreis mit k& Polynomstufen zuriickgewinnen?.

Gemif Abschnitt 1.2.7 148t sich zu jeder Unteralgebra M’ einer booleschen Al-
gebra M eine Gruppe G(M, M) von Automorphismen auf M finden, die genau
die Flemente von M’ festlassen. Bestimmt man wiederum die Menge aller Fle-

mente von M, die unter allen Automorphismen aus G(M, M’) festbleiben, so
erhidlt man M(G(M,M’)) = M’ (siehe Lemma 1.12).

Also kann man statt der aufsteigenden Kette

=M(E) =M =R,

ebenso gut eine absteigende Kette von Untergruppen der Automorphismengrup-
pe G(B,) angeben (vgl. Lemma 1.13):

G(B,, M"))y > ... > G(B,, M"Y D G(B,, M)
———
={idp, }

Bestimmt man jeweils die Menge aller Elemente aus B,,, die unter allen Auto-
morphismen aus G(B,, M(i)) festbleiben, so erhilt man wegen

M (G(By,, M)y = p ()

die urspriingliche aufsteigende Kette zuriick. Nun miissen fiir die Unteralgebren
M) noch geeignete Frzeugendensysteme gewiihlt werden und man erhilt dann
eine Realisierung als Schaltkreis mit & Polynomstufen.

Auf diesem Gedanken beruht das in [Hot74] vorgeschlagene Togiksynthesever-
fahren:
Ausgehend von einer absteigenden Kette

Gp2...0G DGy
von Untergruppen der Automorphismengruppe G(B,,) mit
Gy =G(Bn, < fiy..os fn >) und Go = {idp, }

wird ein Schaltkreis mit & Polynomstufen zur Realisierung von (fi...., f,) be-
stimmt.

Man wird anfgrund der Mehrdentigkeit der Darstellung einer Funktion als boolesches Po-
Iynom nicht immer exakt den gleichen Schaltkreis mit & Polynomstufen erhalten. Verwendet
man Minimalpolynome, so wird man allerdings immer einen Schaltkreis finden, dessen Kosten
kleiner oder gleich den Kosten des urspriinglichen Schaltkreises sind.
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3.3 Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften

3.3.1 Ausnutzung von G—Symmetrie

Wie in [Hot74] vorgeschlagen, kann man sich bei der Wahl der absteigenden Ket-
te von Automorphismengruppen beispielsweise auf Automorphismen beschrin-
ken, die durch Permutationen aus der in Abschnitt 3.1 definierten Gruppe P,
induziert werden.

Soll eine Funktion f = (fi,..., fm) € By realisiert werden, so gibt man eine
absteigende Kette GG D ... D G von Untergruppen von P, vor, wobei man
weif, daB alle Funktionen f; (1 <7 <m) G symmetrisch sind.

Dies bedeutet, dafi alle Funktionen f; (1 < j < m) invariant sind unter den
Automorphismen, die durch die Flemente von ; (0 <7 < k) induziert werden®.

Ist eine absteigende Kette G D ... D (G von Untergruppen von P, gegeben,
so wird nach Wahl von Erzeugendensystemen fiir M(B,,,G;) wie oben
angedeutet ein Schaltkreis mit & Polynomstufen bestimmt, der f realisiert.

Die dabei verwendeten Symmetrieeigenschaften kénnen wie in Abschnitt 3.4 be-
schrieben bestimmt werden oder sie sind dem Benutzer aufgrund einer genaueren
Kenntnis der zu realisierenden Funktion bekannt und werden dem lLogiksynthe-
sealgorithmus als Vorgahen mitgeteilt.

Will man auf diese Weise mehrstufige Realisierungen erzeugen, so mufl man in
der Lage sein, 7u einer vorgegebenen Gruppe G von Permutationen auf I C
{0,1}" die Unteralgebra M(S(D),G) 7zu bestimmen. Der nun folgende Satz
3.2 gibt an, wie man die Atome von M(S(D),G) erhilt. Dabei wird wieder-
um die Isomorphie zwischen den Funktionen aus S(D) und ihren zugehorigen
ON Mengen benutzt: Die Anwendung eines Automorphismus h, € G(S(D)),
der durch o € Per(D) induziert wird, auf f € S(D) lafit sich so als Anwendung
von o auf ON(f) betrachten.

Die Anwendung von Permutationen aus einer Gruppe G C PerD auf die Fle-
mente aus D teilt D in sog. Orbits ein:
Ein Orbit eines Flementes a € D ist definiert als

orbitg(a) ={p € D | 3o € G mit o(a) = 5}
Definiert man durch
W~ <<= [ € orbitg(a) <= Jo € G mit o(a) = p«

eine Relation auf D, so folgt aus der Tatsache, daf} (7 eine Gruppe ist, leicht,
daf} ,~“ eine Aquivalenzrelation ist. Die Orbits der Elemente von I sind gerade
die Aquivalenzklassen dieser Relation und bilden folglich eine Partition auf D.

st ans dem Zusammenhang klar, was gemeint ist, so wird im folgenden der Finfachheit
halber nicht mehr zwischen Permutationen ans {0,1}" und den durch diese induzierten Auto-
morphismen auf B, unterschieden. Tst G; C Per{0,1}", so ist mit M (B,, G;) die Unteralgebra
aller Funktionen ans B, gemeint, die unter allen Antomorphismen fest bleiben, die von FEle-
menten von (7; induziert werden.
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Satz 3.2 Sei G C PerD eine Untergruppe von PerD. Sei fiir o € D
fm“bit(;((y) = ON71 (0Tb7f(;(()/)) € S(D)

Dann gilt fir die Atome von M(S(D),G):

ACMS(D),G)) = { Fomnitioy | @ € DY

Beweis:

e o(orbitc(a)) = orbitg(a) f.a.c € Gia e D
== forbite:(or) 18t invariant unter dem von o induzierten Automorphismus

- fm“bit(;((y) € M(S(D)v(;)
o Vg e M(S(D),G) gilt:

orbitg(a), falls @« € ON(g)
(0 sonst

ON(g)Norbitg(a) = {

1. Fall: @« € ON(yg)
Sei 3 € orbitg(a). = Jo € G mit o(a) =4
= B€ON(g),dac(ON(g))=0N(g)
Also gilt orbitg(a) C ON(g).
= ON(g)norbitg(a) = orbitg(a).

2. Fall: aa¢ ON(g)
Sei 3 € orbitg(a). = JocGEmitola)=3 = o '(f)=a
Angenommen 3 € ON(g).
Dann wire o« € ON(g), da o7 "(ON(g)) = ON(g).
Also gilt 5 ¢ ON(g).
=  orbita(a)NON(g) = 0.

Folglich gilt fiir g € M(S(D),G):

fm“bit(;((y)v falls forbit(;((y) g # @

0 sonst

fm“bit(;((y) g = {

U orbitg(a) =D = U Jorbita(o) =1
aeD aeD

= A Sorbita(e) | @ € D} enthiilt alle Atome von M(S(D), ).
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Ist Ausnutzung von (G—Symmetrie in jedem Fall vorteilhaft?

Man darf allerdings nicht erwarten, dafl man durch Vorgabe irgendeiner
Symmetrie schon automatisch eine vorteilhafte Realisierung unter Ausnutzung
dieser Symmetrieeigenschaft erhilt. Soll eine Realisierung fiir

f — (f177fm) € Bn,m,

gefunden werden und weifl man, dafl alle f;(1 < i <m) G symmetrisch sind, so
kann man f nach dem beschriebenen Verfahren durch einen Schaltkreis mit 2
Polynomstufen realisieren. Als Erzeugendensystem von (M(S5(D), &) sollen die
wie in Satz 3.2 berechneten Atome verwendet werden. In der 1. Stufe werden die
Atome durch ein Minimalpolynom realisiert, die 2. Stufe liefert die Funktionen
fi als Disjunktionen dieser Atome. Diese Realisierung wird im folgenden als
Realisierung A bezeichnet.

Es wird nun eine (triviale) Realisierung B angegeben, die geringere Kosten als
Realisierung A hat und somit zeigt, dafl es in diesem Fall unnétig war, nach der
(G Symmetrie zu suchen und diese auszunutzen.

Bei Realisierung B wird G ersetzt durch die Menge aller Automorphismen
G(S(D),< fiy..., fm >), unter denen die Elemente von < fi...., f,, > fest
bleiben. ks gilt:

M(S(D)vG(S(D)7<f17"'7.fm >)) =< f17"'7.fm >

Um die Atome von < fy,..., f, > 7zu bestimmen, mufl man

G(S(D)7<.f17---7.fm >)

allerdings nicht kennen! Die Menge der Atome von < fi,...,f, > ist nach
Lemma 1.6 gegeben durch

A froee s >) =7 oo S (61 e oyem) € 40,1370 fi0 oo fom £ 0}

Realisierung B berechnet in einer 1. Stufe die Atome von < fy,..., f,, > durch
ein Polynom, die 2. Stufe liefert dann die Funktionen f; als Disjunktionen die-
ser Atome. Darstellungen von Funktionen als Disjunktionen ihrer Atome sind
eindeutig. Jede Funktion f; (1 <i < m) kann also eindeutig dargestellt werden

Vo R

(61, em)E{0}7 =1,
1 €m

Es gilt G C G(S(D),< fi,..., fm >) und folglich

als

M(S(D),G(S(D).< frr- o S >)) € M(S(D).G)

d. h.
< f17"'7fm, >g M(S(D)v(;)
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Die Atome von < fi,..., f > liefern also eine Partition auf den Atomen von

M(S(D),G). Fiir ein beliebiges Atom von < fi...., f, > gilt:

i -...-f‘"":(l,gf)v...\/a,(i7

. .

wobei (1,7(75) Atome von M(S(D),G) sind.

Das Polynom der 1. Stufe von Realisierung B gehe nun aus dem Minimalpolynom
der 1. Stufe von Realisierung A hervor, indem zur Bildung eines Atoms f;'-...-

fim die Atome von M(S(D),G) a,gf),...,a,gg) bei m. > 1 disjunktiv verkniipft

e

werden.

Ist 3.7 e, = e > 1,50 wird das Atom f;"-...- fom in e Disjunktionen der 2. Stufe
von B verwendet. Der Unterschied zwischen Realisierung A und B besteht darin,

(e) ()

daf} in Realisierung B die disjunktive Verkniipfung von ay’,.. . a;,. nur einmal
erfolgt (in der 1. Stufe), bei Realisierung A jedoch e Mal, namlich in der 2. Stufe.

Das Atom fi-...-fn = fV-.. -0 wird als einziges in der 2. Stufe von Realisierung
B nicht verwendet, ebenso werden die Atome a§°)7...7a§7‘7’,2 von M(S(D),G),
deren Disjunktion fy -...- f, ergibt, in der 2. Stufe von Realisierung A nicht

verwendet. Lat man die Realisierung dieser Atome sowohl in L.ésung A als auch
in Losung B weg, so erkennt man: Die Kosten von Realisierung B sind kleiner
oder gleich den Kosten von Realisierung A.

Die Ausnutzung der G Symmetrie in Realisierung A liefert kein besseres Frgeb-
nis als die triviale Realisierung B.

71 einer guten Realisierung durch Ausnutzung von G Symmetrie kann man nur
kommen,

e wenn man lingere absteigende Ketten (G O ... D (73 betrachtet
oder

e wenn man ,giinstige* Erzeugendensysteme der Unteralgebren M (5(D), G;)
findet (Die Wahl der Atome der Unteralgebren ist offensichtlich nicht im-
mer giinstig.)
oder

e wenn man bei der Verwendung der Atome als Erzengendensystem diese
nicht durch ein Polynom realisiert. (Eine Alternative ist in [Hot74] fiir
den Fall angegeben, dal < fi,..., f,, > G symmetrisch ist und G sich
darstellen 148t als direktes Produkt G = Gy X ... X G}, wobei die Gruppen
Gy (1 <id < h)nurauf < z;,,...,2; > echt operieren mit {ji,..., 7} C
X;. Die Mengen X;, 1 <i < h, bilden dabei eine Partition auf {1,...,n}.)

Wahl von Erzeugendensystemen

Hat man eine Unteralgebra M von S(D) gegeben und soll man die Funktionen
fis---. [ aus einem Frzeugendensystem von M berechnen, so ist die Wahl des
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Frzeugendensystems eine nichttriviale Aufgabe:

Finerseits sind nicht alle Frzeugendensysteme mit den gleichen Kosten zu reali-
sieren, andererseits hingt von der Wahl des Erzeugendensystems stark ab, mit
welchen Kosten man fy, ..., f,, aus diesem Erzeugendensystem berechnen kann.
Fiir verschiedene Funktionen fi,.... f, sind auch verschiedene Frzeugendensy-
steme giinstig: Wahlt man ¢q,..., gz als Erzeugendensystem von M, so sind im
Extremfall die Kosten zur Berechnung von f,..., f, 0, wenn gerade f; = ¢;
(1 <i<m <k), bei anderer Wahl von fi,.... f,, konnen die Kosten aber sehr
hoch sein.

Trotzdem kénnte es sein, dafl sich bei der Behandlung spezieller Funktionenklas-
sen bestimmte Erzeugendensysteme anbieten. Dazu soll (auch im Hinblick auf
Abschnitt 3.3.2) eine einfaches Beispiel betrachtet werden:

Ein Beispiel zur Wahl von Erzeugendensystemen

Fs sollen k totalsymmetrische Funktionen fq,...,fr € B, realisiert werden.
Dazu soll auf einer 1. Stufe ein Frzeugendensystem fiir die Unteralgebra S aller
totalsymmetrischen Funktionen realisiert werden, auf einer 2. Stufe sollen dann
fiy--.. fr realisiert werden. Weder bei der Realisierung des Erzeugendensystems
noch bei der Realisierung von fi,..., fi mit Hilfe des Erzeugendensystems ist
eine Beschrankung auf Polynome vorgegeben.

Konkret werden die Kosten bei 2 verschiedenen Erzeugendensystemen vergli-
chen: Das 1. Erzengendensystem besteht aus den Atomen von 5%, das 2. Frzeu-
gendensystem besteht aus den Komponenten der Funktion BSUM, €
B Nog(n+1)]- die aus (21,...,2,) die Bindrdarstellung von .7, 2:; berechnet.

Die Anzahl k der zu realisierenden Funktionen sei so grof}, daff die Kosten
der 2. Stufe die Kosten der 1. Stufe zur Realisierung des Frzeugendensystems
dominieren®. Man interessiert sich hier also nur fiir die Kosten auf der 2. Stu-
fe und zwar fiir die mittleren Kosten der 2. Stufe fiir den Fall, daB} fi,.... fx
rufillig gewdhlte totalsymmetrische Funktionen sind. Das Vorkommen aller to-
talsymmetrischen Funktionen sei dabei gleichwahrscheinlich.

$Unter Anwendung von Satz 3.2 ergibt sich, daf ao,...,a, mit a,;(m1,...,mn) =1 &
2?21 r; =1 die Atome von S sind.

S BSUM,, a8t sich nach [Weg89] durch einen Schaltkreis B mit Cp,(B) = S%n + ()(log2 n)
realisieren.

Aus BSUM,, lassen sich auch die Atome von S berechnen. BSUM,, liefert anf (.T,1,...,.T,n)
die Binardarstellung von 2?21 z; und ai(z1,...,7,) = 1 & 2?21 r; = 1. Ist BSUM,, =
(bm—1,.-.,ba), so gilt a; = 6;7;1 ..o by", wobei (€m,_1,...,¢€) die Bindrdarstellung von i
ist. Alle Atome erhilt man durch Realisierung von n + 1 vollstindigen Monomen auf m =
[log(n + 1)] Fingangsvariablen. Benutzt man zur Frzeugung der Monome einen divide and
conquer Ansatz, so bendtigt man dazu (unter Zuhilfenahme von Temma 4.2.3 und Korollar
4.2.4 ans [Weg89]) n + O(y/n) Zellen. Man kann die Atome von S also durch einen Schaltkreis
C' erhalten mit Cp,(C) = 91;17 + O(\/n).

(Nach eigenen Abschitzungen gilt fiir den Schaltkreis B ans [Weg89] sogar Cg,(B) = 61n +
()(log2 n) und somit fiir Schaltkreis C' Cp, (C) = 7%11, + O(/n).)
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Erzeugendensystem b, 1,...,bg mit BSUM, = (b,,_1,...,bp)

Sei s € B, eine beliebige totalsymmetrische Funktion. Dann gibt es ¢ € B,, mit

$(x) = g(bm—1(x),...,bo(x)) Vx € {0,1}".
Nach dem Satz von Lupanov 1a83t sich ¢ mit Kosten

2m 2m n+ 1 n 4+ 1

m ) S 1 2togn 4 1) T 2 l0g(n 4 1)

)

realisieren (m = [log(n + 1)]). Infolgedessen sind die mittleren Kosten fiir die
Realisierung einer zufillig gewihlten totalsymmetrischen Funktion bei vorgege-

bener Realisierung fiir BSUM,, < 1/2]7;;;(17’4_1) + 0(1/2]7;’;(17’4_1)).

Erzeugendensystem ay,...,a, (Atome von 5)

Sei s; = \/;cra; eine beliebige totalsymmetrische Funktion.
Die Wahrscheinlichkeit, dafl |7 =7 (0 < i < n+ 1), betrigt p;, = (;,’Q
Gesucht ist eine Realisierung zu einer Funktion
gr: D — {0,1} mit gr(ao(x), ..., a.(x)) = s7(x),
DC{0, 1}, D={(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}.

7Zur Bestimmung des Frwartungswertes fiir die Kosten der Realisierung einer
rufillig gewdhlten totalsymmetrischen Funktion s; bei vorgegebener Realisie-
rung fiir die Atome bendtigt man noch die minimale Komplexitit C'g,(gr) einer
solchen Funktion ¢y.

Die minimale Komplexitit einer geeigneten Funktion gy 1a6t sich unter Zuhilfe-
nahme von Lemma 2.2 bestimmen:

Lemma 3.1 Seis; = \/,cra; € B, totalsymmetrisch, |I| = i. g; habe folgende
Figenschaft (*)

gr: D —{0,1} mit gr(ap(x),...,a.(x)) = s7(x),

DC{0, 1}, D={(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}.

Man kann eine Funktion gr mit Figenschaft (*) finden mit
Cr,(gr) =min(i,n+1—14)— 1.

Diese Wahl von gr ist optimal.

Beweis:
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1. Es gibt keine Funktion g7, die (*) erfiillt und von einem Schaltkreis G
realisiert wird mit C,(G) < min(i,n+1— 1) — 1:
Sei gr eine Funktion, die (*) erfiillt.
Sei (7 ein optimaler Schaltkreis, der gy realisiert.
Die durch G berechnete totale Funktion sei h € B,,11.
h ist nicht gleichzeitig von z; mit ¢ € I und von 2; mit j ¢ I unabhingig,
denn wiare dies der Fall, so ware

1:gﬂm“wmj mwuvq.“m
P 7
= h(0,...,0, 1 ,0,...,. 0 ...0)
. ~
P 7
= h(0,..., 0 ,...,0, 1 ,0,...,0)
T
7 g
= g7(0,..., ’w“mvj,m.,m
7 g
=0

= h ist mindestens abhingig von allen Variablen 2; mit 7 € I oder von
allen Variablen z; mit j € {1,....n}\ [
= h ist abhingig von mindestens min(¢,n + 1 — i) Variablen

Lemma 2.2
=

Cp,(h) > min(i,n4+1—1)—1
—= Cr,(gr) > min(i,n+1—14)—1

2. Es gibt eine Funktion g7, die (*) erfiillt und einen Schaltkreis (G, der g7
realisiert mit
Cpy(Gopt) = min(i,n4+1—1)— 1
1. Fall: 1<n4+1—21 < 1§%
Es gilt 57 = V,era;.
Wihle g7 als Disjunktion aller Fingangsvariablen 2, mit 7 € .
—  Man kann gy durch einen Baum aus i — 1 ory Gattern realisieren.
2.Fall:  i>n4l-—i & i>2H

Wihle g7 als die Negation einer Disjunktion aller Fingangsvariablen 2, mit

J¢l.

—>  Man kann gy durch einen Baum aus n—2—1 ory Gattern und einem

nory Gatter an der Wurzel realisieren.

In beiden Fillen gilt fiir den g7 realisierenden Schaltkreis (v,

Cpy(Gopt) = min(i,n4+1—1)— 1

Die Kosten eines optimalen Schaltkreises zur Berechnung von s; =V ,c;a; mit
|7| = i betragen also
ci=min(i,n+1—1)— 1.
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Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert Ko der Kosten einer zufillig gewidhlten
totalsymmetrischen Funktion sj:

n+1
Ec = > pi-ci
=0
= Z:pi'm”
=1
|nt1] (W,Jﬂ) n n-H)
=1 =[P+
1 e " n+ 1 ,
= D DI R R CE D DR S NS
=1 |t
i=[ 73 [+1
1. Fall: n + 1 ungerade

_ n—1 -I-L ]777/—|—] n
2 AL 2 %

IBei T =0 brw. T = {0,...,n} handelt es sich um die konstante 0 bzw. 1 Funktion. Die
Konstanten werden mit Kosten 0 angenommen.
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"o
n + 1 gerade
nil
277+1 Z(W—H) (i—1)+ 2 (W—:]) (i—=1)
o -
FEC) ] ) e
Mo 1

1 (n + 1) (n +1 ])
2n1 | oAl 2
/ 1{n4+1 1 (41
2 2\ 4 o

n—1 1 n+1({n+1
— .1 =
2 +2n [ 4 (”r“ ]
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Anhand der Untersuchungen fiir die beiden Erzeugendensysteme erkennt man,
dafl das Erzeugendensystem b, _1,...,0bo mit (b, _1,...,bg) = BSUM,, vergli-
chen mit den Atomen im Mittel 7u geringeren Kosten fiithrt. (Im Einzelfall konnen
die Atome jedoch ein giinstigeres Frzeugendensystem bilden.)

Zusammenfassung: Abschlieflend ist festzustellen, dafi der Erfolg einer Syn-
these unter Ausnutzung von G Symmetrie von folgenden (noch offenen) Punkten
stark abhiangig ist:

e Anzahl der Stufen und damit Linge der absteigenden Kette von Automor-
phismengruppen

e Konkrete Wahl der Automorphismengruppen in der absteigenden Kette
und damit Wahl der zugehdrigen Unteralgebren

o Wahl der Erzeugendensysteme der auftretenden Unteralgebren

Fine Méglichkeit, einen mehrstufigen Schaltkreis mit einer eingeschrinkten Wahl
der absteigenden Kette von Automorphismengruppen zu finden, liefert das Ver-
fahren von Kim/Dietmeyer aus [KD91], das im nichsten Abschnitt kurz be-
schrieben wird.

3.3.2 Tterative Ausnutzung teilweiser Symmetrie

Kim/Dietmeyer beschranken sich in [KD91] auf die Ausnutzung von teilweiser
Symmetrie in Variablenmengen A mit |A| = 2 oder [A| = 3. Der Grund dafiir
liegt im wesentlichen in der Tatsache, daBl solche Symmetrieeigenschaften noch
relativ leicht feststellbar sind, wihrend der Aufwand zur Feststellung teilweiser
Symmetrie in grofieren Variablenmengen A (zumindest bei partiellen Funktionen,
vgl. Abschnitt 3.4.2) schnell wichst. (Ist die Gesamtzahl der Variablen n, so gibt
es (;}2) mogliche Variablenmengen A mit |A| = n/2.)

Ist f € B,, zu realisieren und wird eine teilweise Symmetrie in

A:{mﬁv"'vmik}g {.7,‘17...7.7,‘77}

festgestellt (k € {2,3}), so wird in einer 1. Stufe ein bestimmtes Frzeugenden-
system der Unteralgebra aller in A symmetrischen Funktionen berechnet. Das
Frzeugendensystem ist gegeben durch

(7)

. ()
Wy (T ey @iy )y ey W (T sy i)y Wiy e ey Ty
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Dabei sind ?1}5'7)7...,?1)517) Ausgingen sogenannter ,Recoderfunktionen® mit £
Jr

Bingdngen, auBerdem gilt {z;, ..., 2} = {z1,...,2,} \ A.

Die restlichen Stufen miissen dann eine ,,Restfunktion* f’ € By kyi, realisieren

mit
f'(wg'?)(m?;1 U 9 .,?1);'7,’7)(.777;1 e T ) iy T ) = [ ).

Fiir |[A] = 2 und |A| = 3 sind jeweils 2 mogliche Recoderfunktionen vorgesehen:
Fiir [A] = 2 ist als 1. Méglichkeit ein Halbaddierer (W) vorgesehen, als
2. Méglichkeit eine Funktion W(2) mit 2 Ausgingen, wobei der 1. Ausgang 1
liefert, wenn mindestens ein Fingang 1 ist, und der 2. Ausgang 1 liefert, wenn
beide Einginge 1 sind.

Fiir |A| = 3 ist als 1. Méglichkeit ein Volladdierer (W) verwendet, als 2. Mog-
lichkeit eine Funktion W*) mit 3 Ausgingen. Der 1. Ausgang liefert 1, wenn min-
destens ein Eingang 1 ist, der 2. Ausgang liefert 1, wenn mindestens 2 Einginge
1 sind und der 3. Ausgang liefert 1, wenn alle 3 Fingdnge 1 sind.

W W sind also nach folgender Vorschrift definiert:

W“)(m,y): ?1)51)(.77,,1/) = vy
wg)(m,y) = 0y
I/V(Q)(m7 y) ?1)52)(.777 y) = x4y
wgz)(m7 y) = =xy
W(g)(mvyjz) : ?1)53)(7“71/72) = a2y+(xPy)z
wgg)(rjy?z) = z23yd=
W(4)(m7y,z): ?1}5 )(T7?/7Z) = zt+y+=z
?1)&4)(7“7@/72) = zy+taztyz
?1)(&4)(7“7@/72) = zyz

Der Vorteil, den man bei der Realisierung der ,,Restfunktion f’ hat, besteht
bei Verwendung von W) darin, daB f’ einen Eingang weniger hat als f, bei
Verwendung von W, W oder W hesteht der Vorteil darin, daff f/ mehr
don’t care Stellen hat. (Beispielweise kénnen bei W) nie bheide Ausginge 0
liefern.)

Man erhilt eine mehrstufige Darstellung, indem man das Verfahren nun iterativ
auf f’ anwendet.

Nachdem Symmetrie in A festgestellt worden ist, hat man jeweils die Moglichkeit,
sich zwischen 2 anwendbaren Recoderfunktionen zu entscheiden. Zur Verringe-
rung der Kosten des zu synthetisierenden Schaltkreises benutzen Kim /Dietmeyer
eine Schitzfunktion zur Abschidtzung der Schaltkreiskosten unter Verwendung
eines bestimmten Recoders und kommen so zu einer Entscheidung, welche der
beiden maoglichen Recoderfunktionen verwendet werden soll bzw. ob iiberhaupt
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eine Recoderfunktion verwendet werden soll, die die vorliegende Symmetrie aus-
nutzt.

Die hier angegebene Synthesemethode nutzt (disjunkte) Zerlegungen boolescher
Funktionen aus. Fine ausfiihrliche Darstellung der Anwendung von Zerlegungen
bei der Logiksynthese ist in Kapitel 4 zu finden.

3.4 Feststellung von Symmetrien

Tn diesem Abschnitt soll ein kurzer Uberblick dariiber gegeben werden, wie man
Symmetrien in einer Teilmenge der Fingangsvariablen finden kann. Dabei wird
vorausgesetzt, dafl die betreffenden Funktionen durch Funktionstabellen oder
durch boolesche Polynome gegehen sind. Algorithmen zur Analyse solcher Sym-
metrieeigenschaften fiir Funktionen, die durch Funktionsgraphen (ROBDD’s)
reprisentiert sind, sind in [M6192] angegeben.

3.4.1 Totale Funktionen

Fine boolesche Funktion f € B, ist totalsymmetrisch, wenn f invariant ge-
geniiber siamtlichen Permutationen der n Eingangsvariablen ist. Die Permuta-
tionen der n Fingangsvariablen bilden eine Gruppe, die symmetrische Gruppe
S,.. Will man testen, ob f totalsymmetrisch ist, so geniigt es, die Invarianz fiir
ein beliebiges Frzeugendensystem von S,, nachzupriifen. Ein mégliches Erzeugen-
densystem besteht in dem ,zyklischen Shift* und einer beliebigen Transposition,
7. B. aus den Abbildungen oy mit oy 2(0q,a2,...,0,) = (@2,0a1,...,0a,) und
Oshift Mit Ogpipi(@r, 0, ... 0,) = (a2, ..., a,, 7). Zum Test, ob f totalsymme-
trisch ist, geniigt es also festzustellen, ob fiir alle (2q,...,2,) € {0,1}"

f(.??17...7.73n):f(m27.7,‘17.7,‘37...7.77n) und

.f(m17"'7'7;77,):f(m27"'7'7"77,7'7"1)-

(Diese Aussage wurde von Arnold/Harrison ([AH63]) und Povarov unabhingig
gefunden.)

Ebenso a8t sich teilweise Symmetrie in einer Variablenmenge A mit 2 Tests
feststellen: Es geniigt zu testen, ob eine Funktion invariant ist gegeniiber einem
zyklischen Shift der Variablen in A und einer Transposition eines beliebigen
Variablenpaares aus A.

Der Vorteil bei der Behandlung von totalen Funktionen gegeniiber partiellen
Funktionen besteht darin, daf} bei totalen Funktionen die Symmetrie in 2 Va-
riablen eine Aquivalenzrelation ist. Ist eine Funktion f symmetrisch in den Va-
riablenpaaren (x;,2;) und (2;,2), so ist sie auch symmetrisch in (2;,2;) und
folglich in der Variablenmenge {x;,2;,2;}. Die Aquivalenzklassen dieser Relati-
on stellen eine Partition auf den Eingangsvariablen dar. Die einzelnen Aquiva-
lenzklassen sind die grofitmoglichen Variablenmengen, in denen f symmetrisch
ist. Angenommen, die Symmetrierelation liefert auf den Eingangsvariablen die
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Partition {1, ..., ur}t. Dann ist f genau dann in einer Variablenmenge A sym-
metrisch, wenn A C p; fir 1 <7 <k.

Folglich geniigen () = 1/2(n* — n) Symmetrietests, um fiir alle Teilmengen A
der Eingangsvariablen entscheiden zu kénnen, ob f symmetrisch in A ist: Man
beginnt mit einer Partition der Eingangsvariablen, bei der jede Variable in einer
eigenen Menge ist. Nun fithrt man fiir simtliche Variablenpaare einen Symme-
trietest durch. Stellt man Symmetrie in (z;,2;) fest, so vereinigt man die beiden
Mengen der Partition, die 2; und z; enthalten. (Zur praktischen Durchfithrung
bietet sich hierzu eine Union Find Datenstruktur an.) Am Ende erhilt man die
oben angesprochene Aquivalenzklasseneinteilung, z.B. {1, ..., pus}. Will man
nun entscheiden, ob f symmetrisch in einer beliebigen Teilmenge A der Fin-
gangsvariablen ist, so geniigt es, zu testen, ob A C y; fiir ein 7€ {1,..., k}.

3.4.2 Partielle Funktionen

Wie schon in Bemerkung 7 angedeutet, ist es hdufig sinnvoll, partielle Funktionen
f € S(D) auch dann als symmetrisch anzusehen, wenn es eine Erweiterung
fl e S(D")von f gibt, die symmetrisch ist. Der Einfachheit halber soll in diesem
Abschnitt die Aussage ,,f symmetrisch in A“ gleichbedeutend sein mit ,es gibt
eine Erweiterung von f, die symmetrisch in A ist®.

Das Problem, das hier im Gegensatz zu totalen Funktionen auftritt, besteht
darin, dafi die Symmetrie in 2 Variablen nun keine Aquivalenzrelation mehr dar-
stellt. Betrachte hierzu eine Beispielfunktion f mit folgender Funktionstabelle:

T T2 T3 f(.’lﬁ,.’l?g,.’l?g)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 *
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

(An der Stelle (001) ist f undefiniert.)
Man sieht leicht:

e fist symmetrisch in (24, 23)
e fist symmetrisch in (29, 23)

e fist nicht symmetrisch in (2, 23)

Da die Symmetrie in 2 Variablen keine Aquivalenzrelation darstellt, ist es schwie-
rig, aus Symmetrien in kleineren Teilmengen der Eingangsvariablen Symmetrien
in grofleren Teilmengen herzuleiten.

Gibt man jedoch eine einzelne Variablenmenge A vor, so ist es auch hier noch
relativ einfach festzustellen, ob f symmetrisch ist in A oder nicht.
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f e S(D), D C {0,1}" ist genau dann symmetrisch in der Teilmenge A der
Fingangsvariablen, wenn fiir jede Permutation ¢ auf den Variablen aus A gilt:

a(ON(f)NOFF(f) = 0.

Genau dann, wenn diese Bedingung fiir alle Permutationen ¢ auf den Variablen
aus A gilt, gibt es eine Erweiterung von f, die symmetrisch in A ist.

(Da die Permutationen auf den Variablen aus A eine Gruppe bilden, kann man
die Bedingung auch anders ausdriicken:
f e S(D), D C {0,1}" ist genau dann symmetrisch in der Teilmenge A der
Fingangsvariablen, wenn fiir alle Permutationen ¢ und 7 auf den Variablen aus
A gilt:

SONNNT(OFF(f) =0 (*) )

In [KDI1] ist ein Verfahren angegeben, mit dessen Hilfe Bedingung (*) relativ
effizient getestet werden kann, falls die partielle Funktion f durch on und of f
Arrays gegeben ist.

Arrays sind spezielle Darstellungen von booleschen Polynomen. Fin Array ist
eine Menge von Kuben, wobei ein Kubus ein Monom reprasentiert. Ein Kubus
ist ein n Tupel iiber {0,1,2}. Steht an Position i des n Tupels

e cine 0, so tritt Variable z; in dem entsprechenden Monom negiert auf,

e cine 1, so tritt Variable z; in dem entsprechenden Monom nicht negiert
auf,

e cin x, so tritt Variable x; in dem entsprechenden Monom nicht auf,

(Bsp.: 0x121 steht fiir Zyzges.)

Der Schnitt zweier Kuben ist definiert wie der Schnitt der zugehérigen Monome.
Also ist der Schnitt zweier Kuben genau dann leer, wenn an einer festen Position
in dem einen Kubus eine () vorkommt und in dem anderen eine 1. Der Schnitt
zweier Arrays Ay und A, ist folglich die Vereinigung aller paarweisen Schnitte
von Kuben aus Ay mit Kuben aus As.

Fine partielle Funktion f kann vollstindig durch Angabe ihres ON Arrays ony
und ihres OF'F Arrays of f; spezifiziert werden. ON Array und OFF Array
definieren die ON Menge und die O F'F' Menge von f.

Um einen Symmetrietest effizient ausfithren zu konnen, wird in [KD91] eine
Normalisierung von Kuben benutzt. Dabei ist die Normalisierung Ny(¢) eines
Kubus ¢ hinsichtlich der Variablenmenge A ein Kubus, der aus ¢ hervorgeht
durch Umordnen der Komponenten, die Variablen in A entsprechen, nach der
Reihenfolge 1, z, 0. Ny wird erweitert auf Arrays.

A ={01200,20111,20210}, A = {21, 29, 23}

Bsp.:
(B N L(4) = {12000, 12011, 22010} )

Sei n\(¢) die Anzahl von Finsen im A Teil von ¢, analog n9(c) und n5(c). Seien
¢ und d Kuben mit der Figenschaft, dafl an keiner Position, die einer Variablen
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entspricht, die nicht aus A ist, bei ¢ eine 0 steht und bei d eine 1 (oder umgekehrt).
Dann ist der Schnitt der normalisierten Kuben Ny(¢)und Ny(d) genau dann leer,
wenn

ni(e) + ni(e) < ni(d) oder

nA(d) + nf(d) < ni(c).

Wenn man Lemma 3.2 beachtet, so ergibt sich ein einfacher Test auf Symmetrie

in A:

Lemma 3.2 Sei Py(¢) die Menge aller Kuben, die man aus ¢ erhdlt, indem man
Permutationen auf dem X Teil anwendet. Fs gilt:

Ve e P/\((E)7 d e P/\((]) gilt dnd =0« N/\( )ﬂ N/\((]) =10

Beweis:

, = “: klar, da Ny(c) € P\(¢), NA(d) € Py(d).
, <= “: Angenommen, es gibt
€ Pye),d € Py(d)mit ¢/ nd #0.

Dann gibt es keine feste Position, an der in ¢ eine 0 vorkommt und in o’
eine 1 oder umgekehrt.

Sei w\(c’) die Anzahl der Einsen im A Teil von ¢/, analog w§(¢’) und w%(¢’).
Dann gilt:

w () 4+ wi(e) > wl(d)

(Denn zu jeder 1 in d’ kommt in ¢’ an der gleichen Position eine 1 oder ein
x vor.) Analog:

wl(d') +wi(d) > wl((:')

Fs gilt:

wl(e) = wl(e) = n(e)
wl((]') = ?l)/\( ) = 1

ny(d)

(Entsprechend fiir nS und n3.) Also gilt auch
a1(e) 4 n3(e) > wl(d) und

n\(d) + n3(d) > n}(c)
und somit

Na(e)n Nx(d) # 0
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Ist f durch ony und of f; reprisentiert, so ergibt sich aus Lemma 3.2 ein einfacher
Test fiir Bedingung (*):

Satz 3.3 Ist f € S(D) durch ony und of f; repréisentiert, so ist f symmetrisch
in A genau dann wenn

Nx(ong) o Nx(of fr) =0

Will man Symmetrie bei der Synthese ausnutzen, so sucht man meist nicht nach
Symmetrie in einer bestimmiten Variablenmenge, sondern nach Symmetrie in
einer mdglichst groffen Variablenmenge. Die im vorigen Abschnitt angegebene
Partition der Eingangsvariablen liefert bei totalen Funktionen in dieser Hinsicht
eine hinreichende Antwort.

Bei partiellen Funktionen hat man mit Satz 3.3 einen relativ einfachen Test auf
Symmetrie in einer einzelnen Variablenmenge A. Die Problematik besteht al-
lerdings darin, daf} es bei einer festen Michtigkeit von A sehr viele Teilmengen
der Eingangsvariablen mit dieser Michtigkeit gibt (bei |A| = n/2 7. B. (;}2) =

@(\2/—%)), so dafl der Aufwand fiir eine solche Suche nach Symmetrie oft unver-

tretbar hoch werden kann.



Kapitel 4

Zerlegungen

Die Durchfiihrung von disjunkten Zerlegungen bei der Logiksynthese wurde erst-
mals in Arbeiten von Ashenhurst ([Ash59]), Curtis ([Cur61]) und Karp ([Kar63])
in Betracht gezogen. Im vorliegenden Kapitel wird genauer untersucht, wie man
aus Zerlegbarkeitseigenschaften boolescher Funktionen Nutzen im Hinblick auf
die Realisierung dieser Funktionen ziehen kann.

4.1 Zerlegungen von Funktionen mit 1 Ausgang

Zunichst werden 2 Arten von (disjunkten) Zerlegungen definiert: die einseitige
und die zweiseitige Zerlegung.

Definition 4.1 (Einseitige Zerlegung) Fine einseitige (disjunkte) Zer-
legung einer booleschen Funktion f € B, mit den Fingangsvariablen zq, ... xp,
Yoy (p+ g = n) (p,g > 0) hinsichtlich einer Variablenteilmenge {4,
.., x,} ist eine Darstellung von f in der Form

f(m17"'7mp7y17"'7yq):9(01('7;17---7mp)7"'7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)

Folgende Abbildung illustriert die obige Definition:

Zq Tp Yq

(8%

g
|
f

73
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Die Funktionen aq,..., @, berechnen also auf den Eingangsvariablen zq,...,z

STy
ein ,,Zwischenergebnis® und die Funktion g berechnet aus diesem Zwischenergeb-
nis und den restlichen Fingangsvariablen y;, ..., y, den endgiiltige Funktionswert

von f auf den Fingangsvariablen xy,....2,, y1,...,7,.

Definition 4.2 (Zweiseitige Zerlegung)

Fine zweiseitige (disjunkte) Zerlegung einer booleschen Funktion [ € B,
mit den Fingangsvariablen xq, ..., 2, y1,-..,Yq (p+q = n) (p,q > 0) hinsichtlich
einer Variablenaufteilung {{z1,...,2,}, {o1, ..., ys}} ist eine Darstellung von f
in der Form

f(mh...,mp,yh..qu):
9(01(3717___7.7,‘7))7...70{7«(.7,‘17...7.777))751('?/17...7?/(;)7...753(?/17...7?/0))

Die zweiseitige Zerlegung wird im folgenden Bild veranschaulicht:

|
f

Hier berechnen also die Funktionen aq, ..., @, auf den Fingangsvariablen x4, ...,
x, ein vorldufiges Frgebnis und die Funktionen 34,..., 3, auf den Fingangsva-
riablen yy,...,y, ein vorlaufiges Frgebnis. Die Funktion g berechnet aus diesen

beiden Zwischenergebnissen den endgiiltige Funktionswert von f.

Bezeichnung 11 Die Funktionen o; (1 < i < r) (und 3; (1 < j < s) im
Falle zweiseitiger Zerleqgung) werden als Zerlegungsfunktionen bezeichnet, die
Funktion g wird als Zusammensetzungsfunktion bezeichnet.

Will man Zerlegungen bei der Logiksynthese ausnutzen, so ist es giinstig, nach
Zerlegungen mit moglichst geringer Anzahl von Zerlegungsfunktionen zu suchen.
Dies hat folgende Vorteile:

e Ist die Anzahl der Zerlegungsfunktionen gering, so hat man bhei rekursiver
Anwendung des Verfahrens weniger Funktionen zu realisieren. Fs besteht
die Hoffnung, daf} die Gesamtkosten des resultierenden Schaltkreises somit
moglichst gering bleiben.
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e Je weniger Zerlegungsfunktionen bei einer Zerlegung auftreten, desto we-
niger Fingidnge hat die Zusammensetzungsfunktion g. Wenn g wenig Fin-
gange hat, dann kann man hoffen, dafi die Komplexitit von ¢ auch gering
ist.

e Aus der Netzliste (bzw. dem ©Q Schaltkreis), die die Logiksynthese liefert,
wird das Layout eines Schaltkreises bestimmt, der die gesuchte Funktion
realisiert. Haufig beobachtet man Schaltungen, bei denen die Fliche des
Layouts nicht unbedingt durch die Anzahl der zu realisierenden Gatter
bestimmt wird, sondern durch die Anzahl der zu realisierenden globalen
Verbindungen. Fine Zerlegung mit wenig Zerlegungsfunktionen legt gerade
eine Realisierung mit wenig globalen Verbindungen nahe.

In diesem Sinne sind solche Zerlegungen interessant, bei denen die Anzahl der
Zerlegungsfunktionen kleiner ist als die Anzahl der Eingangsvariablen (im Fall
zweiseitiger Zerlegungen) bzw. bei denen die Anzahl der Zerlegungsfunktionen
kleiner ist als die Anzahl der Fingangsvariablen, von denen die Zerlegungsfunk-
tionen abhdngen (im Fall einseitiger Zerlegungen). Man bezeichnet diese Zerle-
gungen als nichttrivial.

Definition 4.3 (Nichttriviale Zerlegung)

e Fine einseitige Zerlegung

f(m17"'7mp7y17"'7yq) = 9(01('7717---7mp)7"'7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)
heifit nichttrivial, wenn r < p.

o Fine zweiseitige Zerlequng

f(m17---7m’p7y17“‘7yq):
glar(zr, . omp)s oo an(@r, @) By, Yg) s Bs(Ys -0 Yg)

heifit nichttrivial, wenn r + s < p+ ¢ = n.

Verwendet man nur nichttriviale Zerlegungen von f und wendet man das Ver-
fahren rekursiv an, um eine Realisierung fiir die Zerlegungsfunktionen und die
Zusammensetzungsfunktion zu finden, so haben alle Funktionen, die auf der
nichsten Rekursionsstufe behandelt werden, eine geringere Anzahl an Eingangs-
variablen als f.

Bemerkung 9 Fine einseitige Zerleqgung lifit sich auch als eine spezielle zwei-
seitige Zerlequng betrachten, bei der gerade gilt 3;,(y1,...,y,) = 3 fiir 1 <i <gq.
Allerdings ist die Anzahl dieser Zerleqgungsfunktionen [3; bei der einseitigen Zer-
legung nicht unbedingt minimal.
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Umgekehrt lifit sich jede zweiseitige Zerleqgung als eine Folge von 2 einseitigen
Zerlegungen betrachten.

4.1.1 Minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen

Fs ist interessant, Zerlegungen mit einer moglichst geringen Anzahl von Zer-
legungsfunktionen zu betrachten. Gesucht ist nun eine Mdglichkeit, bei einer
vorgegebenen Variablenteilmenge X eine Zerlegung hinsichtlich X mit minima-
ler Anzahl von Zerlegungsfunktionen zu finden.

Als Hilfsmittel dazu wird der Begriff der Zerlequngsmatriz definiert.

Definition 4.4 (Zerlegungsmatrix) Die Zerlequngungsmatriz einer (partiel-
len) Funktion f € S(D) mit den Fingangsvariablen xv,....2,, y1,...,y, hin-
sichtlich der Variablenteilmenge {x+,...,x,} ist definiert als (27 x 27) Matriz
7, wobei fir alle 1,7 mit 0 <7 <2P — 1 und 0 < 57 <29 — 1 gilt:

’

7 { f(bingy(2),bing(7)), falls f definiert an dieser Stelle
/7'7‘ -

* falls f undefiniert an dieser Stelle

(Hierbei liefert bin,(i) ein p Tupel diber {0,1}, das der Bindrdarstellung von i
entspricht, bing(j) liefert ein g Tupel iber {0,1}, das eine Bindrdarstellung von
J darstellt.)

In diesem Abschnitt ist zundchst nur von Zerlegungsmatrizen zu totalen Funk-
tionen die Rede. Fiir totale Funktionen werden folgende Bezeichnungen definiert:

Bezeichnung 12 Sei f € B, mit den Fingangsvariablen x1,...,2,, y1,.. ., Y,
Sei 7 die Zerlegungsmatriz von f hinsichtlich der Variablenteilmenge X :=

{z1,..,2,}.

Dann wird die Anzahl der verschiedenen Zeilen von 7 mit vz( X, f) bezeichnet,
die Anzahl der verschiedenen Spalten von 7 mit vs( X, f).

Bemerkung 10 Ist 7 Zerlegungsmatriz der (totalen) Funktion f hinsichtlich
der Variablenteilmenge X, so liefert die Gleichheit auf den Zeilen von 7 eine
Aquivalenzklasseneinteilung von {0, 11X wenn man fir 20 2®) ¢ {0, 11X
definiert: (V) ~ 22) genau dann, wenn die Zeilen mit den Indizes int(m“))T
und int(m(z)) gleich sind.

Bevor die minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen bei einer Zerlegung von
f hinsichtlich X bestimmt wird, sollen die Begriffe anhand eines Beispiels ver-
deutlicht werden:

"Durch eine Folge von 2 einseitigen Zerlegungen lassen sich aber anch allgemeinere zweiseiti-
ge Zerlegungen darstellen, bei denen die beiden Mengen der Variablenanfteiluing nicht disjunkt
sind, sondern einige Variablen gemeinsam enthalten.

Yint(z) gibt den dezimalen Wert der Bindrzahl z an.
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3l 0000000011111 111
4 00001TTTT00001111
3l 00TT001T1T0011700711
4l 0T0T01T01T01T01T0101
T1X2Y1Y2
0000 1T000010000100001
0001 0000000000000000
0010 0000000000000000
0011 0000000000000000
0100 0000000000000000
0101 1T000010000100001
0110 0000000000000000
0111 0000000000000000
1T000 0000000000000000
1001 0000000000000000
1T010 1T000010000100001
1T011 0000000000000000
1T100 0000000000000000
1101 0000000000000000
1T110 0000000000000000
T111 1T000010000100001

Abbildung 4.1: Zerlegungsmatrix zu vgly

Beispiel 1:
Sei die Funktion »gly definiert als

1, falls (w1, 29,73, 24) = (Y1, Y2, Y3, Ya)

?)914('77173727'7;37'7;47?/17?/27?/37?/4) - 07 f(]”9 (.7717.7727.7,‘37.7,‘4) # (y17y27y37y4).

vgly vergleicht also die Bindrzahl gebildet aus den 4 ersten Fingangsvariablen
mit der Bindrzahl gebildet aus den 4 letzten Fingangsvariablen.

Eine mogliche zweiseitige Zerlegung hinsichtlich {{x1, z9, y1, 2}, {23, 74, Y3, Y4}
ist

”!]14(971 52,03, T4, Y1, Y2, Y3, .?/4) = 0/77/(12(?)!]12(971 s L2, Y1, .?/2)7 "!]12(9737 T4,Y3, .?/4))

1, falls (z1,22) = (y1,2)
0, falls (z1,22) # (y1,92)

Auf den Variablen {x1, 22,91, y2} wird also berechnet, ob die ersten beiden Bit

mit vgla(a1, 29,41, 42) =

der 7u vergleichenden Bindrzahlen iibereinstimmen oder nicht (2 Informationen,
kodiert durch 1 Bit der Zerlegungsfunktion), auf den Variablen {as,24,y3,y4}
wird entsprechend berechnet, ob die beiden letzten Bit der zu vergleichenden
Zahlen iibereinstimmen. Die Zusammensetzungsfunktion (andy) setzt die beiden
Zwischenergebnisse zum endgiiltigen Funktionswert zusammen.

Die Anzahl der Informationen, die durch die Zerlegungsfunktionen auf den Va-
riablen der beiden Mengen berechnet werden miissen, kann man auch aus der
Zerlegungsmatrix in Bild 4.1 ablesen.
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Die Zerlegungsmatrix hat 2 verschiedene Zeilen. Die 0 Zeilen geben jeweils an,
daBl (21,22) # (y1,92), die anderen Zeilen geben an, dafl (21,22) = (1, y2)-
(Analog fiir die beiden verschiedenen Spalten.)

Zur minimalen Abzahl von Zerlegungsfunktionen gilt allgemein:

Satz 4.1 Sei f € B, eine Funktion mit den Fingangsvariablen xy, ..., x,, y1,
.oy Yg- Dann gibt es genau dann eine einseitige Zerlegung von f hinsichtlich
der Variablenteilmenge X = {x+,...,2,} der Form

.f(m17"'7mp7y17"'7yq):g(a1(m17---7'7;7?)7'"7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)7

wenn

r > log(vz( X, f))

Beweis:

»<=": Sei eine Zerlegung gegebhen durch

f(m17---7m’p7y17“‘7yq):

glaq (@, mp), e (1, 20) Yty e -0 Yg)

Dann kann die Funktion
a=(a,...,00) € B,,

hochstens 27 verschiedene Funktionswerte annehmen.
Nehme nun an, daf}

r < log(vz(X, f),d.h. 2" < vz(X, f).

Dann muB es 2(1) = (.7721)7...,.77;1)) und 2(2) = (mgz)v...,mg)) geben, so
daf}
a(zM) = a(2?)),

aber die zugehérigen Zerlegungsmatrixzeilen verschieden sind.
Wenn die zugehdrigen Zerlegungsmatrixzeilen verschieden sind, so bedeu-

tet dies, daf es y(9) = (y1(0), .. .,y(go)) gibt mit

.f(m(l1)7 ot mg)1)7 y$0)7 ot y(g())) # f(m‘(IQ)v . '7'7"5)2)7 y$0)7 ot y(g()))‘

Trotzdem gilt unabhdngig von der Wahl von g:

g(m(mgw, .. .7.77;)1)), .. .7(17«(.7721)7 .. .,.77571)),@/1(0), .. .7y(§0)) —
g(m(mgz), .. .7.77(2)), .. .7(1T(m$2), R
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da
a(m(1)) = (1(.77(2)).

== Widerspruch. Fs muf} also
r > log(vz( X, f)
gelten.

,=="“: Sei
r > log(vz(X, f)),d.h. 2" > vz(X, f).

Dann kann man a € B, , definieren, so daf

o(2) # a(2?)

fiir alle 21, 2(2) ¢ {0, 1}7, fiir die die zugehorigen Zerlegungsmatrixzeilen
verschieden sind.

Dann kann man die Zusammensetzungsfunktion g definieren nach der Vor-
schrift (*)

9(01('7717---7mp)7"'7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq):.f(m17"'7mp7y17"'7yq)

fiir alle (zq,...,2,) € {0, 1}
Falls (aq,...,a,) nicht im Bild von a auftritt, soist g(a1, ..., a0, y1,. .., Yq)
undefiniert hzw. frei wahlbar.

¢ ist nach Vorschrift (*) wohldefiniert.
Wire g nicht wohldefiniert, dann gibe es (M und 2 aus {0, 1}7 mit

und ein () € {0,1}9 mit

Sy @) £ f(2 4O,

Dann wiren aber die Zerlegungsmatrixzeilen, die zu 2(") und 2(2) gehéren
verschieden und damit nach Definition von «

a(z)y £ a(2?)).

== Widerspruch. ¢ muf} wohldefiniert sein.
Man hat also eine Zerlegung gefunden.

Anhand des Beweises 7u Satz 4.1 ergibt sich folgende Aussage:
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Korollar 4.1 Sei f € B,, eine Funktion mit den Fingangsvariablen x4, ... xp,
YiyeoouYqs seien fir 1 <1 < r oa; € B, und sei 7 die Zerlegungsmatriz von f
hinsichtlich X = {x+,...,2,}. Dann gibt es genau dann eine einseitige Zerlequng
von f hinsichtlich der Variablenteilmenge X in der Form

.f(m17"'7mp7y17"'7yq):g(a1(m17---7'7;7?)7'"7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)7

wenn die Funktion o = (ay,...,«a,) folgende Figenschaft hat:
Falls es zu (), 2() € {0,1} ein y(©) € {0,1}7 gibt mit

FaM gy £ (22 4(0)

(d.h. falls die Zeilen int(m(”) und int(m(z)) von 7 verschieden sind), dann ist
a(z)) £ a(x?)).
FEntsprechend gilt fiir zweiseitige Zerlegungen:

Satz 4.2 Sei f € B, eine Funktion mit den Fingangsvariablen zq,...,2,, y1,

e Yge Seir X = Az, ..z, und Y =y, ..y, b Dann gibt es genau dann
eine zweiseitige Zerleqgung von f hinsichtlich der Variablenaufteilung {X,Y} der
Form

f(mh...,mp,yh..qu):
glar(@r,.ooomp)y ooy an(@r, e mp), Bilyrs o Yg)s oo B0 yg))

wenn

r > log(vz(X, f)) und s >log(vs(X, f)).
Beweis:

,<—“: Nimmt man
r < log(vz( X, f)) oder s < log(vs( X, f))

an, so kann man analog zum Beweis des vorhergehenden Satzes einen Wi-
derspruch herleiten.

,=="“: Sei
r > log(vz( X, f)),d.h.2" > vz(X, f) und

s > log(vs(X, f)),d.h.2° > vs( X, f).

Dann kann man a € B, , definieren, so daf

o(2) # o(2)
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fiir alle (1), 2(2) € {0,117, fiir die die zugehérigen Zerlegungsmatrixzeilen
verschieden sind.
Ebenso kann man 3 € B, ; definieren, so daf}

By # By™)

fiir alle y(1), y(2) € {0, 1}9, fiir die die zugehorigen Zerlegungsmatrixspalten
verschieden sind.
Dann kann man die Zusammensetzungsfunktion g definieren nach der Vor-

schrift (*)
9(01('7717---7'7;7))7"'7ar(m17--'7'7;7))761(.?/17"'7?/!1)7"'763(?/17"'7?/!1)):
f(m17"'7mp7y17"'7yq)

fiir alle (z1,..., 25,91, .., 9,) € {0,1}".
Falls (a1, ..., a,;) nicht im Bild von « auftritt oder (by,. .., bs) nicht im Bild
von 3 auftritt, so ist g(aq,....a,, by, ..., bs) undefiniert bzw. frei wiahlbar.

¢ ist nach Vorschrift (*) wohldefiniert.
Angenommen g wire nicht wohldefiniert, dann gibe es (.77(1)7@/(1)) und
(m(z)jy(z)) aus {0, 1} mit

a(z) = a(z®) und gy = g(y™?) (%)
und
Sy M) fa ).
D. h. es wiirde gelten
0, y0) = e € {0,1} wnd
fla?,y®) =

Fs kann nun nicht sein, daB sowohl die zu 2(") und 2(?) gehirigen Zeilen
der Zerlegungsmatrix als auch die zu y() und y(?) gehérigen Spalten gleich

sind:
Angenommen die Zeilen zu (") und 2(?) sind gleich. Dann gilt

Fa® My = (a0 My = .

Wegen
f(m(Q), y(Q)) =¢, also

Sy My £ pa® ),

sind dann die zu y(") und y(?) gehdrigen Spalten ungleich.
Analog folgt aus der Tatsache, daB die Spalten zu y(") und y(® gleich sind:

und somit
Fa oy £ (2,40 = e

Also sind die zu 2 und 2(2) gehérigen Zeilen ungleich.
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Die zn () und 2(2) gehérigen Zeilen oder die zu y(") und y(®) gehdrigen
Spalten sind ungleich.

Im ersten Fall gilt nach Definition von «
a(m(1)) + a(m(z)) = Widerspruch zu (**),
im zweiten Fall gilt nach Definition von g

ﬁ(?/m) + ﬂ(ym) == Widerspruch zu (**).

Die Annahme, dafl ¢ durch Vorschrift (*) nicht wohldefiniert ist, ist also
falsch!
O

Im folgenden wird immer mit Zerlegungen gearbeitet, bei denen die Anzahl der
Zerlegungsfunktionen minimal ist. Auch die Arbeiten von Ashenhurst ([Ash59]),
Curtis ([Cur61]) und Karp ([Kar63]) benutzen solche Zerlegungen. In [HOI89]
(vgl. Abschnitt 4.1.5) werden dagegen Zerlegungen verwendet, bei denen die
Anzahl der Zerlegungsfunktionen nicht unbedingt minimal ist.

4.1.2 Auffinden geeigneter Zerlegungen
Wahl einer geeigneten Variablenteilmenge bzw. Variablenaufteilung

Die Anzahl der Zerlegungsfunktionen, die bei einer vorgegebenen Variablenauf-
teilung (bzw. Variablenteilmenge) mindestens bendtigt werden, hdangt stark von
der gewihlten Variablenaufteilung (Variablenteilmenge) ab.

So wird man 7z.B. bei der Funktion »gl; von Beispiel 1 aus einer zweiseitigen Zer-
legung hinsichtlich {{x1, ..., 24}, {w1,.-., y4}} keinen Nutzen ziehen konnen. Die
beiden 7u vergleichenden 4 Bit Zahlen befinden sich in getrennten Variablen-
teilmengen. Durch die Zerlegungsfunktionen kann keine sinnvolle Vorberechnung
durchgefithrt werden, man benétigt 4 Zerlegungsfunktionen auf {xy,..., 24} und
4 Zerlegungsfunktionen auf {y1,...,y4}. Fine mogliche Wahl der Zerlegungs-
funktionen wire

ai(@1, . rq) =2 und By, ya) = wi

fiir 1 <4 < 4.

Diesen Sachverhalt kann man auch anhand der Zerlegungsmatrix zu dieser Zer-
legung erkennen:
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g1l 000000001TTTTTT11
yol 0000T1TTT0000TT11
y3l 00110011001 1T00T11
g4 0T01T0101T01T010101
T1X2T3X4
0000 1000000000000000
0001 0100000000000000
0010 0010000000000000
0011 0001T000000000000
0100 0000100000000000
0101 000001T0000000000
0110 0000001000000000
0111 00000001T00000000
1000 0000000010000000
1001 0000000001T000000
1010 0000000000100000
1011 000000000001T0000
1100 0000000000001000
1101 0000000000000T100
1110 0000000000000010
T 111 0000000000000001

Die Zerlegungungsmatrix ist eine Einheitsmatrix mit 16 Zeilen und 16 Spalten.
Also benotigt man 4 Zerlegungsfunktionen auf {xy,... 24} und 4 Zerlegungs-
funktionen auf {yy,..., ys4}-

Es wird also ein Verfahren henétigt, das in der Lage ist, ,giinstige Variablen-
aufteilungen (bzw. Variablenteilmengen), d.h. Variablenaufteilungen (Variablen-
teilmengen), die zu einer minimalen Anzahl von Zerlegungsfunktionen fiihren,
71 bestimmen.

Ist bei einseitiger Zerlegung einer Funktion f € B,, die Michtigkeit p der Varia-
blenteilmenge, hinsichtlich derer eine Zerlegung durchgefiihrt werden soll, vor-
gegeben, so besteht ein mogliches Verfahren darin, fiir alle (;) p elementigen
Teilmengen X die Anzahl vz( X, f) der Zeilen der zugehorigen Zerlegungsmatrix
7u bestimmen. Ausgewdhlt wird dann die Teilmenge X mit geringstem Wert

vz(X, f).

Die Zeilenzahl einer Zerlegungsmatrix hinsichtlich X kann z.B. bestimmt werden
durch Sortieren der 27 Zeilen der Linge 29 (¢ = n — p) mit einem Sortieralgo-
rithmus wie merge sort und darauffolgendes lineares Durchmustern der Zeilen.
Die Laufzeit des Verfahrens wird bestimmt durch das Sortieren und betrigt

O(p2P27) = O(p2") = O(n2").
Dieses Verfahren wird
7 7 2"
-0 o~
p n/2 (ﬁ)
Mal durchgefiihrt, so dafi die Gesamtlaufzeit zur Bestimmung einer geeigneten
Variablenteilmenge O(y/n - 2%") betriigt. Driickt man die Laufzeit in der Linge
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der Eingabe N = 2" (fiir die Funktionstabelle bzw. die Zerlegungsmatrix) aus,
so ergibt sich eine Laufzeit der GréBenordnung O(N?%y/log N).

Ist bei zweiseitiger Zerlegung einer Funktion f € B, die Michtigkeit p einer
der beiden Teilmengen der Variablenaufteilung, hinsichtlich derer eine Zerlegung
durchgefithrt werden soll, vorgegeben, so fiithrt man zur Bestimmung einer Va-
riablenaufteilung mit minimaler Anzahl der Zerlegungsfunktionen ein analoges
Verfahren durch. Der einzige Unterschied besteht darin, dafi hier zur Bestim-
mung von Zeilen und Spaltenanzahl der entsprechenden Zerlegungsmatrizen
sowohl Zeilen als auch Spalten sortiert werden. Die Gesamtlaufzeit betrigt auch

hier O(N?\/log N).

Nichttriviale Zerlegbarkeit

Aus den Sétzen 4.1 und 4.2 ergibt sich folgendes Korollar:

Korollar 4.2 f € B, ist genau dann nichttrivial hinsichtlich der Variablenteil-
menge X ={z1,...,x,} zerleghar, wenn

vz(X, f)y < 2r .

f € B, ist genau dann nichittrivial hinsichtlich der Variablenaufteilung {X,Y}
=z, mp ) {yr, - yg b} zerlegbar, wenn

vz(X, f) < 2P oder ws(X, f)< 27"

Fiir die Suche nach geeigneten Zerlegungen wird noch folgendes Lemma formu-
liert:

Lemma 4.1 Gibt es keine nichitriviale einseitige Zerlequng von f € B, hin-
sichtlich der Variablenteilmenge X = {z1,...,2,}, so gibt es auch keine nicht-
riviale einseitige Zerlequng hinsichtlich Teilmengen von X .

bzw.:

Ist f nichttrivial zerlegbar hinsichtlich X = {xq,...,2,}, so ist f nichttrivial
zerlegbar hinsichtlich jeder Obermenge von X .

Beweis:
Sei f € B, mit den Fingangsvariablen zy,...,2,, y1,...,y, nichtrivial zerlegbhar

hinsichtlich X = {a4,...,2,}, d.h.
vz(X, fy< 20!

Fs geniigt nun zu zeigen, dafi f hinsichtlich X’ = {ay,... 2, 1} nichttrivial
zerleghar ist, d.h. daf}
v2( X', f) < 2P

Sei 7 die Zerlegungsmatrix hinsichtlich X, 7’ die Zerlegungsmatrix hinsichtlich
X'
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Sind in 7 die Zeilen zu 2(1) = (.7721) ...,mg)) und 2(2) = (.7722) ...,mgjz)) gleich,
so gilt
flaD,y @) = f(al),yO)

fiir alle y(©) € {0,117 und somit

fiir alle o\ € 10,1}, 4@ € {0,119,
Also sind in 7' die Zeilen 7u

und die Zeilen zu

-
-
=
—
[N~}
-
—_
~—

(.7751),...,.77;1)7]) und (x E

gleich.
7' kann also maximal doppelt soviele verschiedene Zeilen haben wie 7, d.h.

v2( X', f) < 202(X, f) <27

Der Zusammenhang zwischen den Zerlegungsmatrizen 7 und 7’ ist in folgender

Abbildung dargestellt:

(D, ) 0)

(2, Ly 0)
A

.,mg)J)

.,mgf)J)

Nach TLemma 4.1 ist es leichter, nichttriviale Zerlegungen hinsichtlich groflen
Variablenteilmengen zu finden als nichttriviale Zerlegungen hinsichtlich kleinen
Variablenteilmengen. Das nun folgende Lemma sagt aus, dafl sogar jede Funktion
f € B, (n > 4) nichttrivial zerlegbar ist, wenn man die Variablenteilmenge nur
grof} genug wihlt.

Lemma 4.2 Zu jeder Funktion f € B, existiert eine nichttriviale einseitige
Zerlegung

.f(m17"'7mp7y17"'7yq):g(a1(m17---7'7;7?)7'"7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)7

falls p > 29 + 1.
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Beweis:

p>2141 = 201 >2%

Die Zeilen der Zerlegungsmatrix hinsichtlich X = {a4,...,2,} haben Linge 27.
Fs gibt genau 227 verschiedene Flemente in {0, 1}%".

== Fs kann hochstens 227 paarweise verschiedene Zeilen geben.
= vz(X, f) < 2%

= vz(X, f) < 22 < or !

- f nichttrivial zerlegbar hinsichtlich X.

Korollar 4.3 Ist f € B, mit n > 4, so gibt es immer eine nichttriviale einsei-
tige Zerlequnyg.

Bemerkung 11 Fiir Funktionen f € B, mit n > 4 und den Fingangsvariablen
{x1,...,2,} bildet die sogenannte Shannon Zerlegung eine spezielle nichttriviale
Zerlegung hinsichtlich einer Variablenteilmenge {x1,..., 2,1} (denn es gilt n —
1>2"+1).

Die Shannon Zerleqgung von f ist definiert als
f(T1 R TTI) = 9(01('771 seesn—1 )7 (12(.7,‘1 se e lin—1 )7 mn)v

wobel

(11('7717"'7'7"77,71) = f(m17"'7'7"n7170)
(12('7717"'7'7"77,71) f(m17"'7'7"n717])

g((]’17(]’27mﬂ,) a1 - Ty + ag - 2y,

Bemerkung 12 Aus der Definition nichttrivialer Zerlegbarkeit ergibt sich:

Gibt es zu einer Funktion f € B, mit der Menge von Fingangsvariablen X UY
eine nichttriviale einseitige Zerlegung hinsichtlich der Variablenteilmenge X, so

gibt es auch eine nichttriviale zweiseitige Zerlequng hinsichtlich der Variablen-
aufteilung { X, Y }.

Gibt es zu [ eine nichttriviale zweiseitige Zerlequng hinsichtlich der Variablen-
aufteilung {X,Y'}, so gibt es auch eine nichttriviale einseitige Zerlequng hin-
sichtlich X oder eine nichttriviale einseitige Zerlequng hinsichtlich Y .

Nach Lemma 4.2 existiert also auch zu jeder Funktion f eine nichttriviale zwei-
seitige Zerlegung, falls die Michtigkeiten der beiden Mengen der Variablenauf-
teilung sich nur ,ausreichend stark unterscheiden®.
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Definition 4.5 (Gleichmaéachtige Zerlegungen)
Fine zweiseitige Zerleqgung von f € B, hinsichtlich der Variablenaufteilung {{x+,
st {n, oo, yg b} heifit gleichmachtig, falls

p = Lng qg= [g] oder p — [g—|7 q= LgJ

Gleichmichtige Zerlegungen sind deshalb interessant, weil die rekursive Ausnut-
zung gleichmichtiger Zerlegungen mit minimaler Anzahl von Zerlegungsfunktio-
nen im allgemeinen zu baumartigen Realisierungen mit geringer Tiefe fiihrt.

Will man nun eine Logiksynthese unter Ausnutzung gleichmichtiger Zerlegungen
durchfiithren und stellt es sich heraus, daf} es keine nichttriviale gleichmichtige
Zerlegung gibt, so ist es nach Lemma 4.2 durchaus sinnvoll, einen Zerlegungs-
schritt einzuschieben, bei dem die Aufteilung der Variablen in zwei verschie-
denmichtige Mengen erfolgt. Im nichsten Rekursionsschritt kénnen dann wie-
der gleichmichtige Zerlegungen maglich sein. Dies soll anhand eines Beispiels
verdeutlicht werden:

Beispiel 2:
Gegeben sei eine Funktion f € Bj, die definiert ist durch
flro, . xa) =T0- (2 B o) - (23 ® xq) + 20 (21 +23) - (22 + 24)

fiir alle (zqg,...,24) € {0,1}%.

Man sieht leicht (7.B. durch Betrachtung aller Zerlegungsmatrizen zu den (Z)

moglichen gleichmifiigen Variablenaufteilungen), dafl es zu f keine nichtriviale
gleichmiflige Zerlegung gibt.

Fiithrt man jedoch eine Shannon Zerlegung durch, so sind die erhaltenen Zerle-
gungsfunktionen nichtrivial gleichmaBig zerlegbar:

f(@os.ooyma) =20 - (@1, .., 20) + 20 - (1, ..., 24)
mit den Zerlegungsfunktionen ay und ay mit
a1, .. mq) = (21 D ag) - (23 @ ay) und
ag(x1, .., xq) = (21 + 23) - (22 4 24)

71 aq gibt es eine nichtriviale gleichméBige Zerlegung hinsichtlich der Variablen-
aufteilung {{x1, 29}, {3, 24}} und 7u ay gibt es eine nichtriviale gleichméifige
Zerlegung hinsichtlich der Variablenaufteilung {{x1, 23}, {22, 24}}. Der resultie-
rende Schaltkreis ist in Abbildung 4.2 angegeben.

Verbesserungen des Verfahrens zur Wahl einer geeigneten Variablen-
aufteilung

Im Abschnitt 4.1.2 wurde ein Verfahren angegeben, das fiir Zerlegungen einer

Funktion f € B, in Laufzeit O(N?\/log N) eine geeignete Variablenaufteilung
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T1x2 ra3x4 r1 3 Lo X4

To— MUX

Abbildung 4.2: Schaltkreis zu Beispielfunktion f

bestimmt, wenn die Machtigkeit einer der beiden Teilmengen der Variablenauf-
teilung vorgegeben ist. (N = 2" gibt hierbei die Grofie der Funktionstabelle
an.)

Da die Gréfie der Funktionstabellen mit wachsendem n allerdings rasch zunimmt,
ist man daran interessiert, schnellere Verfahren zu finden.

Fine Moglichkeit besteht darin, nicht alle Variablenaufteilungen durchzuprobie-
ren, sondern ein Verfahren der iterativen Verbesserung anzuwenden. Man be-
ginnt mit einer gewissen Variablenaufteilung { X, Y} und bestimmt dazu Zeilen
und Spaltenanzahl der Zerlegungsmatrix. Dann geht man durch Austausch zwei-
er Variablen aus X und Y zu einer neuen Variablenaufteilung iiber. Denk-
bar ist in diesem Zusammenhang der Einsatz eines greedy Algorithmus oder

wenn man die Moglichkeit haben will, aus lokalen Minima wieder herauszu-
kommen eines Kernighan&Lin Algorithmus bzw. eines Simulated Annealing
Algorithmus.

Andere Moglichkeiten, die Laufzeit zu verbessern, ergeben sich, wenn man die
Funktion f nicht durch ihre Funktionstabelle reprasentiert, sondern durch eine
andere Darstellung, die evtl. kiirzer ist als die Funktionstabelle.

Darstellung durch Polynome In [HOI92] wird dazu ein Verfahren vorge-
schlagen, das auf booleschen Polynomen als Reprisentationsmoglichkeit hoole-
scher Funktionen arbeitet. Das Verfahren berechnet bei Fingabe eines Polynoms
7u einer Funktion f € B, eines Polynoms zu f und einer Variablenteilmenge X
die Anzahl vz( X, f) der Zeilen der Zerlegungsmatrix von f hinsichtlich X (ohne
die Zerlegungsmatrix explizit aufzustellen).

Sei f € B, mit der Eingangsvariablenmenge X UY gegeben. Es soll eine Zerle-
gung hinsichtlich X durchgefiihrt werden. f werde durch das Polynom

pr= mg)()ng) + ...+ mg}:)mg)
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(X) Y)

repriasentiert. Dabei seien m;”’ Monome iiber den Variablen aus X, mf Mo-
nome iiber den Variablen aus Y.
f werde reprisentiert durch

pr= 1V 1y lg)lg)
Sei N =A{1,...,k¢} und

g={AlA= A A/ D mit 1C N, A£0)
el 1e(N\T)
(X) (X)

die Anzahl aller verschiedenen Uberlappungen der Monome my ..., my

In [HOT92] wird ein rekursives Verfahren zur Berechnung von vz( X, f) angege-
ben, dessen Rekursionshaum nach Angaben in [HOT92] h6chstens ¢ Blitter hat.
Die Laufzeit des Verfahrens ist nach [HOI92] dann durch O(k;q) gegeben.

Nach einer eigenen Analyse des Verfahrens ist die Anzahl der Blitter des Re-
kursionsbaumes allerdings nicht durch ¢ beschrinkt. Der Rekursionshaum kann
21X1 Blitter haben. AuBerdem muB auch die Anzahl &+ der Monome von Py in
die TLaufzeitherechnung eingehen. Die worst case Laufzeit des in [HOT192] ange-
gebenen Algorithmus betrigt dann O(k'fk?2|x|) zur Berechnung von vz( X, f).
(Dies ist ein wesentlicher Unterschied, da man leicht Funktionen f finden kann,
bei denen die GroBe des Minimalpolynoms zu f exponentiell in der GréBe des
Minimalpolynoms zu f ist.)

ROBDD-Darstellungen Fine andere Moglichkeit der Darstellung hoolescher
Funktionen sind reduzierte Funktionsgraphen (ROBDD’s). Fiir in der Praxis in-
teressante Funktionen ist die ROBDD Dastellung hdufig wesentlich kleiner als
die Grofle der Funktionstabelle.

Sei F' = (G,m) ein reduzierter Funktionsgraph iiber der durch <, geordneten
Menge X,, = {21,...,2,} von Fingangsvariablen und sei f € B, die durch F
definierte Funktion. (Die Ordnung auf X, sei so definiert, daff z; <, 2; genau
dann, wenn ¢ < j.)

Hier soll kurz eine Tdee angegeben werden, die es ermdglichen soll, bei Vorgabe
einer Variablenteilmenge X, = {z,...,2,} C X,, die Anzahl vz(X,, f) der Zei-
len der Zerlegungsmatrix 7 von f hinsichtlich X, zu berechnen, ohne 7 explizit
aufzustellen.

Die entscheidende Beobachtung hierbei ist, daf} bei

(:((17--'7(7?) € {07]}7)

die Zeile von 7 mit Index int(e)* gerade die Funktionstabelle des Kofaktors
foa e von [ darstellt.
ety

Yint(e) gibt den dezimalen Wert der Bindrzahl ¢ an.
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Die Aufgabe, die Anzahl der verschiedenen Zeilen von 7 zu berechnen, ist also
gleichbedeutend mit der Aufgabe, die Anzahl der verschiedenen Kofaktoren

fT:1 .__m;p mit (F17...7F,p) & {07]}77

711 bestimmen.

Wie schon in Kapitel 1 bemerkt wurde, ist es bei reduzierten Funktionsgraphen
leicht 7zu testen, ob die Kofaktoren

gleich sind. Sie sind genau dann gleich, wenn die durch € bzw. § erreichbaren Kno-
ten von (7 identisch sind. vz( X, f) ist also gleich der Anzahl der verschiedenen
durch p Tupel ¢ € {0,1}” erreichbaren Knoten des reduzierten Funktionsgra-
phen.

vz(X,, f) 1aBt sich demnach mit einem einfachen Algorithmus bestimmen:

7u Beginn wird der Zahler vz auf 0 gesetzt. Man durchlduft dann G nach einer
Tiefensuchstrategie. Abweichend von der iiblichen Tiefensuche hért man nicht
erst dann auf, in die Tiefe zu laufen, wenn man an einem Blatt ankommt, sondern
dann, wenn man an einem Knoten » ankommt, der als Markierung eine Variable
xp mit [ > p trdgt oder 0 bzw. 1 als Markierung trigt. Wurde » vorher noch
nicht besucht, so wird vz um 1 erhoht.

Ist dieses Verfahren beendet, so liefert der Stand des Zihlers vz die Anzahl
der verschiedenen durch p Tupel ¢ € {0,1}" erreichbaren Knoten von ' und
damit den gesuchten Wert vz( X, f). Man kann vz( X, f) also mit einer Laufzeit
bestimmen, die linear in der Gréfie von (7 ist.

Das gerade beschriebene Verfahren funktioniert allerdings nur dann, wenn die
Variablenteilmenge X, gerade aus den p Variablen aus X, besteht, die hinsicht-
lich der auf X, definierten Ordnung <, die kleinsten sind.

Sucht man jedoch nach einer geeigneten Variablenteilmenge X, um eine Zerle-
gung hinsichtlich X, durchzufiihren, und testet man dazu verschiedene Teilmen-
gen X, so enthilt X, natiirlich nicht immer gerade die hinsichtlich <,, kleinsten
Variablen aus X,,.

Will man das angegebene Verfahren trotzdem anwenden, so mufl man zu f einen

reduzierten Funktionsgraphen mit einer anderen Variablenordnung bestimmen.?

Es wiirde sich anbieten, dieses Verfahren zur Bestimmung von vz(X,, f) in Ver-
bindung mit einem Verfahren der iterativen Verbesserung bei der Bestimmung
einer geeigneten Variablenteilmenge 7zu verwenden. Tauscht man eine Variable
der aktuellen Teilmenge X, mit einer Variable aus X, \ X, aus, so kénnte die
Bestimmung eines ROBDD mit der gednderten Variablenordnung evtl. durch
lokales ,,Umbauen® des urspriinglichen ROBDD und anschlieflendes Reduzieren
des erhaltenen OBDD erfolgen.

*Die Grobe eines Funktionsgraphen kann sich allerdings durch Andern der Variablenordnung
verdndern.
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4.1.3 Kosten von Realisierungen, die nichttriviale Zerlegbarkeit
ausnutzen

Die nichttriviale Zerlegbarkeit einer Funktion f € B, ist eine spezielle Struk-
tureigenschaft der Funktion, die gew&dhrleistet, dafl die Funktion eine wesentlich
geringere Komplexitdt hat als die durch Shannon festgestellte Mindestkomple-
xitédt %7 die fast alle zufillig gewahlten Funktionen iiberschreiten.

Lemma 4.3 Besitzt eine Funktion f € B, eine nichttriviale einseitige Zerle-
gung hinsichtlich der Variablenteilmenge {x+,...,2,} und ist p konstant, n hin-
reichend groff, so gibt es eine Realisierung zu f, die diese Zerlequng ausnutzt
und eine By Komplexitit < % hat.

Beweis:
f € B, habe eine nichttriviale Zerlegung der Form

f(m17"'7mp7y17"'7yq):9(01('7;17---7mp)7"'7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)

mit r < p.

Da p konstant ist, lassen sich die Kosten fiir die Realisierung von aq,..., a.
abschitzen durch eine Konstante (.

Nach dem Satz von Lupanow gilt fiir die By Komplexitit von ¢
or+q 9744 op—14q op—1+q on—1 9n—1

C < +o < +o = to
Bz(g)—r_l_q r+q *pf]_|_q (p—]—|—q) n — 1 (

).

n— 1

Die Gesamtkosten eines Schaltkreises 5, der die Zerlegung ausnutzt, lassen sich
abschétzen durch

277,71 277,71
7 s < A -
(YBQ(q)f(Y—I_n/i]—I_O(W/i])
Ist n geniigend grof}, so gilt
27771 277,71 277
Cry(§) < C b d o) <
n — 1 n — 1 n

Die Aussage des LLemmas ist aber nicht auf konstante p beschriankt:

Lemma 4.4 Besitzt eine Funktion f € B, eine nichttriviale einseitige Zerle-
gung hinsichtlich der Variablenteilmenge {z+,...,2,}, so gibt es eine Realisie-
rung zu f, die diese Zerlequng ausnutzt und eine By Komplexitit < % hat, falls
n und p hinreichend grof$ sind und

n(n — ]).

1) — 1
p<(n—1)—log——
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Beweis:

Sei nach Voraussetzung p < (n — 1) — log M

n—2
Dann gilt mit geniigend kleinem ¢ > 1:
en(n — 1)
<(n-—-1)—log —m——.
p<(n—1) g v
Diese Ungleichung 148¢ sich dquivalent umformen:
= n-—p> [10g%]—|—]
)
q
1 cn(n71)
— 2 Z (2—c)n—2
= cen(n—1)<297 (20 — 2 —cn)
29(n—1)—29""en
= ST mmny
= (1+E<E (%

77,(77,71 )

. wird an spiterer Stelle in Form von

(Voraussetzung p < (n — 1) — log
Ungleichung (*) ausgenutzt.)

Sei eine nichttriviale Zerlegung der Form

f(m17"'7mp7y17"'7yq):9(01('7;17---7mp)7"'7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)

gegeben.
Fiir die Komplexitit der Zerlegungsfunktionen gilt nach dem Satz von Lupanow:

P P

Cpy() < — +o(—)
p

P

Fiir die Komplexitiat der Zusammensetzungsfunktion gilt:

or+q 9744 op—14q op—14q
+o < + o
r+4q r+q p—1+4gq p—1+4q

Cg,(g) <

Sind p und n = p+ ¢ hinreichend grof}, so gilt:

2P 2P 2P
Cpy(;) < —4o(—)<c—
o) ) (p) )

und - - -
op—1I+q op—1I+q op—1I+q

Ch,(g) < +0 <ot

p—1+gq p—1+g¢q p—1+g¢q

Die Gesamtkosten eines Schaltkreises 5, der die gegebene Zerlegung ausnutzt,
lassen sich dann abschitzen durch

o ¢ 9P op—T1+4q
) A < re—+c¢———
Aa(9) < p o p—1+ygq
( )279 op—14q
< ellp- D=+
p p-1+gq
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1 29—1
- CQP [p —I_ ‘|

P n—1
20~
< 2Pc |1 +
n—1
94
< 27— wegen (*)
n
B 2’)’],
on

Aufgrund des Shannon’schen Abzihlargumentes ist es nach den beiden Lemmata,
also unwahrscheinlich, daf} eine zufillig gewdhlte Funktion eine solche nichttri-
viale Zerlegung bhesitzt. Wie in Kapitel 2 schon angedeutet, hat man es in der
Praxis aber nicht mit zufillig gewahlten Funktionen zu tun (vgl. auch Abschnitt
4.5).

Auch bei Funktionen mit ausgezeichneten Zerlegungseigenschaften muf} die Aus-
nutzung von naheliegenden Zerlegungen nicht notwendigerweise zu optimalen
Realisierungen fiihren.

Dies geht aus einem Satz von W. J. Paul ([Pau76]) hervor. Der Satz wurde
formuliert, um zu zeigen, dafl die Ausnutzung von Zerlegungen nach Ashenhurst
([Ash59]) nicht notwendigerweise zu optimalen Realisierungen fiihrt. Die von
Ashenhurst definierten Zerlegungen sind nichttriviale einseitige Zerlegungen mit
genau einer Zerlegungsfunktion.

Satz 4.3 (Paul *76) Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein d € N, so daf$ es fiir hinreichend
grofies n € N eine Funktion f € B, gibt mit Cg,(f) > 97" und

Chy(orao (f x f)) < (14 €)Ch,(f).
Hierbei definiert (f x f) eine Funktion aus By, mit

(fX .f)(m17"'7m77,7y17'"7.?/77,) — (f(T177TW)7f(U17UW))

Der Satz von Paul ist auch auf gleichmichtige Zerlegungen anwendbar:

Lemma 4.5 Fs gibt Funktionen (G € By, mit folgender Figenschaft:

Sei { X, Y} unter allen Variablenaufteilungen in 2 gleichmdichtige Mengen die-
jenige, zu der es eine gleichmdchtige Zerleqgung qibt, die eine minimale Anzahl
von Zerlequngsfunktionen erfordert.

Zu jeder Realisierung S, die eine gleichmdchtige Zerlegung hinsichtlich { X, Y}
ausnutzt, gibt es eine Realisierung von (z, deren Kosten beinahe nur halb so grofs
sind wie die Kosten von 5.
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Beweis:
Nach dem Satz von Paul kann man zu einem beliebig kleinen ¢ > 0 d € N, ein
hinreichend grofies m € N und f € B, finden mit Cp,(f) > 27! 1" ind

Cry(orz0 (f x f)) < (1+€)CR,(f).

Ist f unabhidngig von (m — n) Fingangsvariablen, o.B.d.A. von 2,41,..., 2., so
wihle g € B, (n < m) mit

gar, .o xn) = flar,. o ay) fir (24, 2,) € {0,137

Fs gilt:

Cr,(9)=Cgr,(f) und Cpgy(orao(fx f))=Cg,(0ory0(g X g))

(Denn auch org o (f X f) ist unabhdngig von 41, ..., 2.)

Wihle
G=ory0(gxg).

Es gilt
G(m17"'7mn7y17"'7yn) :(](ThaTw)VQ(Uhan)

(i ist abhiingig von allen 2n Fingangsvariablen.” Daher kann es keine zweiseitige
Zerlegung mit nur einer Zerlegungsfunktion geben. Die naheliegende Variablen-
aufteilung { X, YV} ={{z1, ..., 2.}, {y1, .-, yn }} erfordert also die geringste Zahl
von Zerlegungsfunktionen, ndmlich je eine Zerlegungsfunktion auf jeder der bei-
den Teilmengen der Variablenaufteilung.

Als Zerlegungsfunktion auf den Variablen aus X kann man entweder g oder g
wihlen. Auch bei der Zerlegungsfunktion auf Y hat man die Wahl zwischen ¢
und g¢.

Es gibt also genau 4 mogliche Zerlegungen hinsichtlich der Variablenaufteilung
{X,Y}.

Fiir die Kosten jeder Realisierung 9, die eine der 4 moglichen Zerlegungen aus-
nutzt, gilt
Cp,(5) > 2CR,(g) + 1.

Es gilt aber auch
Cy(G) < (14 )C,(g), d-h.

®n > 0 wegen Cr,(g) = Cr,(f) > 2"
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4.1.4 Wahl von Zerlegungsfunktionen

Gesucht sei eine einseitige Zerlegung einer bhooleschen Funktion f € B, mit
den Fingangsvariablen 2y,...,2,, y1,...,y,, hinsichtlich einer Variablenteilmen-
ge X ={z1,...,2,}, also eine Darstellung von f in der Form

.f(m17"'7mp7y17"'7yq):g(a1(m17---7mp)7"'7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)'

Aus Korollar 4.1 ergibt sich, dafl sich alle » Tupel von Funktionen (ay, ..., a;)
= « als Zerlegungsfunktionen eignen, fiir die gilt: o ordnet den Indizes verschie-
dener Zeilen der zugehdrigen Zerlegungsmatrix 7 verschiedene Funktionswerte
7.

Die Wahl der Zerlegungsfunktionen ist also nicht eindeutig, sondern man hat vie-
le verschiedene Moglichkeiten, geeignete r Tupel von Zerlegungsfunktionen zu
wihlen. Ist r = log(vz( X, f)), so gibt es im Bild von a 2" = vz( X, f) verschiede-
ne Werte, die den Indizes verschiedener Zeilen der Zerlegungsmatrix zugeordnet
werden. Da es auch genau 2" = vz( X, f) verschiedene Zeilen der Zerlegungsma-
trix gibt, handelt es sich um eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Funk-
tionswerten von « und Indizes verschiedener Zerlegungsmatrixzeilen. Insgesamt
sind (27)! solche Zuordnungen moglich, es gibt also (27)! verschiedene Moglich-
keiten, die Zerlegungsfunktionen (o, ..., a,) zu withlen®. Tst 7 = [log(vz( X, f))]
und vz( X, f) keine Zweierpotenz, gibt es im Bild von @ = (aq,...,a,) mehr als
vz( X, f) Werte. In diesem Fall gibt es noch mehr als (27)! verschiedene Moglich-
keiten fiir die Wahl von (aq,...,a,), da a auch den Indizes gleicher Zeilen der
Zerlegungsmatrix verschiedene Funktionswerte zuordnen kann.

Will man eine Zerlegung hinsichtlich einer Variablenteilmenge X durchfithren, so
ist man also nicht an eine bestimmte Wahl der Zerlegungsfunktionen gebunden,
sondern man hat bei der Auswahl der Zerlegungsfunktionen gewisse Freihei-
ten. Da sich die Komplexitit verschiedener Auswahlen von Zerlegungsfunktio-
nen stark unterscheiden kann, ist es sinnvoll, diese Freiheiten auszunutzen, um
moglichst einfache Zerlegungsfunktionen zu finden.

Ein solcher Ansatz findet sich in den Arbeiten von Karp ([Kar63]), wihrend bei
Curtis ([Cur61]) die Zerlegungsfunktionen zufillig gewahlt wurden. In [Kar63]
wird vorgeschlagen, bei der Suche nach jeinfachen Zerlegungsfunktionen® Un-
teralgebren ,einfacher” Funktionen vorzugeben und zu testen, ob es Zerlegungs-
funktionen gibt, die einer solchen Unteralgebra angehéren. Als solche Unteral-
gebren denkbar sind beispielsweise die Unteralgebra aller totalsymmetrischen
Funktionen oder eine Unteralgebra von Funktionen, die von einer bestimmten
Teilmenge der Fingangsvariablen unabhéangig sind.

®Da r minimal gewahlt ist, sind alle Funktionen a1, ..., n, paarweise verschieden und
kénnen auch nicht durch Tnvertiernng auseinander hervorgehen. Allerdings wurden bei den
(27)! Moglichkeiten der Wahl von Zerlegungsfunktionen aufier einem r-Tupel (a1, ..., ay) auch
samtliche r Tupel gezdhlt, die aus (a1, ..., o, ) durch Vertauschung oder Tnvertierung der Kom-
ponenten hervorgehen. Fs gibt zu (a1, ..., @) genau 27 - 7! solcher + Tupel. Zdhlt man solche
trivialen Moglichkeiten, verschiedene r Tupel von Zerlegnngsfunktionen zu erhalten, nicht mit,
so erhilt man (27 — 1)!/r! verschiedene Wahlmaglichkeiten fiir die Zerlegungsfunktionen.
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Es ist allerdings nicht zu erwarten, dafl man bei Vorgabe einer Unteralgabra U
von B, alle Zerlegungsfunktionen a; aus U wihlen kann. Will man aber minde-
stens einen Teil der Zerlegungsfunktionen aus U wihlen, so ist folgende Beob-
achtung von Bedeutung:

Lemma 4.6 Sei f € B, mit den Fingangsvariablen xv,...,2,, y1,...,y, und

sei v = [log(vz( X, f))]. Dann existiert genau dann eine einseitige Zerlegung
hinsichtlich X der Form

J(x,y) = glai(x), - (%), apa (%), - 0n(X), Y ),

wenn qilt
v2( X, f,a") < or—h.

Hierbei ist die Bezeichnung vz( X, f,a’) folgendermaflen definiert:

Bezeichnung 13 Sei 7 die Zerlegungsmatriz von f hinsichtlich X und sei A
das Bild von o = (o, ..., a}). Zua € A sei anz, die Anzahl der verschiedenen
Zeilen von 7, fir die gilt: o/(xq,...,2,) = a und int(xq,...,2,) ist der Index
dieser Zeile. vz( X, f,a') ist dann das Mazimum diber alle anz, fir a € A.

Beweis:
Der Beweis erfolgt im wesentlichen analog zum Beweis von Satz 4.1.

»<=": Sei eine Zerlegung gegebhen durch

f(x,y) = gl (x), ..., ap(X), anp1(X), ..oy (X),y).
Die Funktion
(J/” = (ah,+1 g e ey ar) € Bp,’/’fh

kann genau 27" verschiedene Funktionswerte annehmen.
Angenommen
va(X, fal) > 27"

Dann muB es ein a € {0,1}" im Bild von o/, 2(1) = (.7721) ...,mg)) und
2(2) = (mgz), .. .7.775,2)) € {0,1}? geben, so dafB}

(lel(m(1)) _ (Jz”(.??(?))

?

aber die zu 2(1)| 2(2) gehérigen Zeilen verschieden sind.
Fs kann also keine Zerlegung geben mit

! !
Ay ooy gy pp 1,0, By

als Zerlegungsfunktionen.
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,=="“: Sei
v2(X, f,a') < orh,

Betrachte ein @ aus dem Bild von «'.
Sei X C {0,1}” die Menge aller Urbilder von a.
Dann kann man o : X — {0,1}77" so definieren, daB
o!(5M) # o!/(x2)
fiir alle 20, 2(2) € X fiir die die zugehdrigen Zerlegungsmatrixzeilen ver-
schieden sind.
Definiert man auf diese Weise fiir alle a aus dem Bild von o’ eine Funk-
tion !

a0

zusammensetzen. Fs gilt dann:

(a'va”)(m“)) # (alaa”)(m@))

fiir alle (1), 2(2) € {0,117, fiir die die zugehérigen Zerlegungsmatrixzeilen

so kann man diese Funktionen zu einer Funktion o” auf {0,1}7

verschieden sind.
[l

e Das von Karp vorgeschlagene Verfahren sucht bei Vorgabe einer Unteral-
gebra U7 von B, einzelne Zerlegungsfunktionen of, die dieser Unteralgebra
angehéren und in Zerlegungen der Form

f(m17---7m’p7y17“‘7yq):

g(ai(mr, ) an(@r, o mp)y (T ) YT e Yy) (F)

verwendbar sind (r = [log(vz( X, f))]). Nach Lemma 4.6 ist eine Funk-
tion o} genau dann geeignet, wenn vz( X, f,a}) < 277'. Die Anzahl der
verschiedenen Zeilen der zugehorigen Zerlegungsmatrix 7, deren Indizes
durch o 0 bzw.1 7zugeordnet wird, darf 277" jeweils nicht iibersteigen.

e Hat man auf diese Weise 2 Funktionen o} und o} gefunden, so muf} es
allerdings nicht notwendigerweise eine Zerlegung der Form

f(xv y) = g(aﬁ (X)v O‘IQ(X)v (13(){)7 SRR O‘T(X)v y)

geben. Das Kriterium von LLemma 4.6 wird benutzt, um aus den gefundenen
Funktionen eine Teilmenge {a],...,a}} zu bestimmen (h moglichst groB)
mit

f(x,y) = g(a)(x),...,ap(x), api1(X), ..., 0.(x),y).

Das Verfahren von Karp zur Bestimmung von Zerlegungsfunktionen aus einer
Unteralgebra U von B, soll nun etwas genauer heschrieben werden:

Es sei ein beliebiges Erzeugendensystem Frr = {eq,...,er} der Unteralgebra U
von B, gegeben. Alle Funktionen aus Fpr lassen sich durch die Operationen A,
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VvV und — aus den Elementen von Fp erzeugen, d.h. alle Funktionen u aus Fps
lassen sich darstellen in der Form

w(x) = h(eg(x),...,ex(x)) ¥x € {0, 1}

mit einer Funktion h € Bg. (Und alle Darstellingen dieser Form liefern eine
Funktion aus Fis.)

Folglich ist die Suche nach einer Funktion o}, die als Zerlegungsfunktion ver-
wendbar ist, gleichbedeutend mit der Suche nach einer Funktion h € By.

Bei einer beliebigen Funktion v € U mit

w(x) = h(eg(x),...,ex(x)) ¥x € {0, 1}
gilt fiir alle x,y € {0, 1}” mit
(e1(x)y..ex(x))=(e1(¥),-sen(y)) = (€1, €x):

w(x) = her,...,e) = u(y).

Tegt man also den Funktionswert von h auf e € {0,1}* auf 0 (bzw. 1) fest, so
gilt fiir alle x aus X, der Menge aller x € {0, 1}” mit (ey(x),...,ex(x)) = €*:
uw(x) =0 (bzw. 1).

Die Gleichheit auf den Zeilen der Zerlegungsmatrix 7 liefert eine Aquivalenzklas-
seneinteilung von {0,1}7. Sei diese Aquivalenzklasseneinteilung gegeben durch
{Ki,..., Kyz(x.5)}- Nach dem oben Gesagten wird es interessant, 7u ¢ € {0, 1}k
die Aquivalenzklassen K; zu bestimmen, bei denen sich X¢ und K; schneiden.

Die Menge
FK.={1<i<wvz(X,f)| Kin X" #£0}

gibt die Menge der Indizes i von Aquivalenzklassen K; an, fiir die gilt: K; enthilt
ein x mit (ey,...,ex)(x) = €. (|FK,| gibt also die Anzahl der verschiedenen
Zeilen von 7 an, auf deren Indizes (eq,...,e;) den Wert € liefert.)

Sei das Bild von (eq,...,e;) aunf {0,117 gegeben durch {e(V), ... ¢} Sei ! € 17,

mit

o (x) = h(e1(x),...,en(x)) Vx € {0,1}".

Dann ist die Anzahl der verschiedenen Zeilen von 7, auf deren Indizes o 0
(bzw. 1) liefert gleich

| U F I(s("') (b7W | U F I(s("')
h(e(D)=0 h(e())=1

).

Fs gibt also genau dann eine Zerlegung der Form (*) mit o), wenn

U ek

S 27’71

**Hier wird auch klar, warum man ein beliebiges Frzengendensystem von U wihlen konnte:
Die Mengen X, die nicht leer sind, sind fiir alle Frzeugendensysteme gleich: Es handelt sich
um die ON Mengen der Atome von U.
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und
S 27’71 i

U ek

h(s("’)):1

Hat man eine Funktion (14 mit

b (x) = hler(x),...,ex(x)) Vx € {0,1}7
gegeben, so daf} es eine Zerlegung der Form (*) gibt, so erhilt man also durch

S() = U F]I\’F(i) und S1 = U F]I\’F(i)
h(e(D)=0 h(e())=1

zwei Mengen mit Michtigkeit kleiner gleich 2771 und es gilt SoU S7 = {1, ...,
vz(X, f)}.

Umgekehrt findet man zu jedem Paar von Mengen Sy und 57 mit

1.

So| < 27671,

S1| S 276717
2. SouU Sy ={1,...,0z(X, f)} und

3. F]I\’F(i) C Yy oder F]I\’F(i) C Y5 VI<i<l
eine Funktion A und damit eine Funktion o} (&f(x) = h(e1(x),...,er(x))), so
daf

U F]I\’F(i) C Sp und U F]I\’F(i) C 5.
h(e()=0 h(e())=1

Man setzt einfach
h(eD)y =0, falls EK ) C Sound EK ) € 51,

h(eDy =1, falls EK i C Sy und EK ) € So,
h(e)) beliebig, falls EK ) C So und EK ) C 5.
Folglich gilt

| U EKmlI <% <27 ad | | ) EKg
h(e(D)=0 h(e(i))=1

<

<

Syl <2m .

Dann gibt es eine Zerlegung der Form (*) mit of.

Das Verfahren von Karp bestimmt nun Funktionen o) aus einer Unteralgebra
U, indem es Mengen mit Figenschaften 1.) bis 3.) berechnet. Insgesamt hat das
Verfahren aber folgende Nachteile:

e Es ist darauf angelegt, alle moglichen Zerlegungsfunktionen of zu finden.
Dies konnen aber unter Umstdnden sehr viele Funktionen sein. Dadurch
kann die Laufzeit des Verfahrens sehr grofl werden.
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e Das Verfahren sucht einzelne Zerlegungsfunktionen, aus denen nach Lem-
ma 4.6 eine Teilmenge {af, ..., a}} bestimmt wird mit

J(x.y) = g(@1(x), - 03, (%), ahgr(X), - 0n(X), )

Es gibt allerdings (speziell fiir grofie r) sehr viele mogliche Auswahlen
von Teilmengen gefundener Zerlegungsfunktionen. Fine solche Zusammen-
setzung der gefundenen Zerlegungsfunktionen ist oft zeitaufwendig. Au-
flerdem ist es moglich, dafl es keine groBleren Teilmengen der gefundenen
Zerlegungsfunktionen aus U gibt, so dafl die Funktionen aus solchen Teil-
mengen zusammen in einer Zerlegung (mit minimaler Anzahl von Zerle-
gungsfunktionen) verwendbar sind.

Um die Laufzeit des Verfahrens einzuschrinken, werden in der vorliegenden Ar-
beit mit einem branch and bound Verfahren in einem Schritt A Tupel von Zer-
legungsfunktionen berechnet, die einer vorgegebenen Unteralgebra angehdren
(zur Tmplementierung vgl. Abschnitt 4.5). Auflerdem begniigt man sich aus Lauf-
zeitgriinden mit dem Auffinden eines einzigen solchen A Tupels von Zerlegungs-
funktionen, anstatt nach allen méglichen i Tupeln zu suchen. Bei der Wahl eines
maximalen h, fiir das ein geeignetes h Tupel von Zerlegungsfunktionen existiert,
wird eine Bindrsuche angewandt. Auf eine genaunere Beschreibung des Verfah-
rens wird hier verzichtet, da es analog 7u einem Verfahren fiir Funktionen mit
mehreren Ausgidngen arbeitet, das in Abschnitt 4.4 angegeben ist.

4.1.5 Faktorisierungsverfahren

An dieser Stelle soll noch kurz auf ein neuneres Verfahren ([HOI89]) eingegangen
werden, das ebenfalls Zerlegungen ausnutzt.

Gegeben sei eine boolesche Funktion f € B, mit den Eingangsvariablen z,
ces Ty Y1y ey Ygo Sei X = {aq, o2 und Y = {yr, ..y, ). Sel 7 die
Zerlegungsmatrix hinsichtlich der Variablenaufteilung {X,Y}. Man erhalt nun
eine Zerlegung hinsichtlich {X, Y}, indem man mit Hilfe des Gauss Verfahrens
iiber dem Korper ({0,1}, 5, A) eine LDR Zerlegung von 7 berechnet.

Fs gilt: 7 = LDR, wobei I eine untere Dreiecksmatrix, K eine obere Drei-
ecksmatrix und D eine Diagonalmatrix ist, bei der die ersten k = rang(7)
Hauptdiagonalelemente gleich 1 sind.

Sei 100 die i. Spalte der Matrix I, () die i. Zeile der Matrix R (1 < i < k).
Dann gilt wegen 7 = LDR = (LD)(DR):

T = @ If;m) A r;m)
1<m<k

Interpretiert man fiir 1 <7 < k 1) als Funktionstabelle einer Funktion a; mit
Fingangsvariablenmenge X und () als Funktionstabelle einer Funktion 3; mit
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Eingangsvariablenmenge Y, so liefert dies eine Zerlegung hinsichtlich { X,V }:

f(m17---7m’p7y17“‘7yq):
= 7

1t (21 e )N (Y1 -0 Yq)
_ (m) (m)
o @ lint(m1,...,mp) A Tint(m yeees¥q)
1<m<k
= @ (am,(m17--'7mp)/\ﬁm,(?hv“'qu))
1<m<k

= 9(01('7717---7'777))7"'7ak(m17--'7'777?)751(.?/17"'7?/(])7'"7614(?/17"'7?/!1))7

wobei

glar, ... ap, by, ... by) = @ (@ A bpy)

fiir alle (a1,..., a5, b1,...,bg) € {0, 1125

Die so gefundene Zerlegung ist im allgemeinen keine Zerlegung mit minimaler
Anzahl von Zerlegungsfunktionen. Die minimale Anzahl von Zerlegungsfunktio-
nen betrdgt nach Lemma 4.2

llog(vz( X, f))] 4 [log(vs( X, f))].

Der Rang k der Matrix 7 ist die maximale Anzahl linear unabhdngiger Zeilen
bzw. Spalten von 7. Gleiche Zeilen (Spalten) sind linear abhingig. Also gilt

[log(vz( X, f))] < k <wvz(X,f)und

[log(vs(X, )] <k <ws(X,f)

k kann aber wesentlich groBer als [log(vz( X, f))] bzw. [log(vs( X, f))] sein. Ei-
gene Tests haben ergeben, dafl bei zufillig gewdhlten Funktionen der Rang der
Zerlegungsmatrix bhei gleichmichtiger Zerlegung fast immer nahezu maximal ist,
d.h. der Rang stimmt fast exakt mit dem Minimum aus Zeilen und Spaltenzahl
von 7 iiberein. Speziell bei gleichmichtigen Zerlegungen mit p = ¢ = n/2 und
damit einer 27/2 x 27/2 Zerlegungsmatrix ist dann die Anzahl der Finginge der
Zusammensetzungsfunktion ¢ exponentiell in der Anzahl der Einginge von f.

Hiufig ist das Verfahren von Hwang/Owens/Irwin also weit von seinem Ziel
»Exploiting Communication Complexity* entfernt.

4.2 Zusammenhang zwischen Symmetrie und Zerle-
gung

Wenn man eine Realisierung fiir eine boolesche Funktion f € B,, sucht, so kann
es vorkommen, dafl man schon Vorinformationen iiber gewisse Symmetrieeigen-
schaften von f zur Verfiigung hat. Im folgenden soll untersucht werden, wie man
solche Informationen im Zusammenhang mit Zerlegungen ausnutzen kann.
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Ist von einer Funktion f € B, beispielsweise bekannt, daf} sie teilweise symme-
trisch in einer Teilmenge X = {x4,...,2,} der Eingangsvariablen ist (p > 2),
d.h. dafB sie invariant gegeniiber sdmtlichen Vertauschungen von Variablen aus
X ist, so kann dieses Wissen ausgenutzt werden, indem man eine nichttrivia-
le Zerlegung hinsichtlich X durchfiithrt. Die Zerlegungsmatrix 7 hinsichtlich X
kann dann hochstens (p4 1) verschiedene Zeilen enthalten, denn aufgrund der
Invarianz gegeniiber Vertauschungen von Variablen aus X ist fiiv den Funkti-
onswert von f an einer Stelle (ey,...,¢,) nur entscheidend, wieviele der ¢; mit
i€ {1,...,p} gleich 1 sind, aber nicht welche. Also miissen Zeilen mit Indizes i
und j, fiir die die Anzahl der Einsen in bin,(i) und bin,(j) gleich ist, identisch
sein. Folglich kann man f nichttrivial zerlegen in der Form

f(m17"'7mp7y17"'7yq):9(01('7;17---7mp)7"'7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)

mit r < [log(p+ 1)].

Die Uberlegungen sollen nun auf G symmetrische Funktionen erweitert werden,
wobei die betrachteten Gruppen ' Untergruppen von P, sind, die durch Abbil-
dungen o und v; (1 <i < k < n) erzeugt sind®.

Sei f € B, eine Funktion mit den Eingangsvariablen {xy,...,2,}. Sei X eine
Teilmenge der Fingangsvariablen mit Indizes aus Iy C {1,...,n}. Sei (G eine
Untergruppe von P, die durch Abbildungen aus F, U F,, erzeugt wird. Es gelte

E,C{y;|ielx}tund F, C{oy|i,kelx}.

f sei G symmetrisch.

Zur Abschitzung der minimalen Anzahl von Zerlegungsfunktionen bei einer Zer-
legung von f hinsichtlich X wird eine Relation ~ auf den Variablen in X defi-
niert:

x; ~ x; genau dann, wenn

e U € G
oder

o v, v, €G
Lemma 4.7 ~ ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
Der Beweis nutzt im wesentlichen die Gruppeneigenschaft von (G aus.

Reflexivitat:

klar, wenn man o;; als Identitat definiert.

87ur Definition von o, und v; vergleiche Kapitel 3. Tst f {o;x} symmetrisch, so ist f in-
variant gegeniiber Vertanschung von z; und =z, ist f {v;} symmetrisch, so ist f nnabhingig
von z;. Die Betrachtung von {v;} Symmetrie ist beispielsweise bei Funktionen mit mehre-
ren Ausgingen von Interesse, da einzelne Ausgangsfunktionen oft nicht von allen Eingingen
abhingen.
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Symmetrie:
k]a,r ((7'“f = (T]ﬂj)

Transitivitat:
Sei z; ~a; und xz; ~ 2.

1.Fall: 0;;,0;, € G
= o = 000,00 € G

2.Fall: v, v; und v, v, € G
klar

3.Fall: 0, €e Govj, v € G
= v =ojjovjo0 €l

4¥all: o, € G, v v; € G
analog zu Fall 3

Sei
Xy = {T7 e X | Jy; € Ey}.

Dann kann man die Aquivalenzklasseneinteilung von X hzgl. ~ erhalten, indem
man mit einer Partition beginnt, die aus Xy und Mengen {xz;} fiir alle 2; € X'\
X7 besteht. Dann betrachtet man nacheinander alle ;. € E, und  falls 2; und
xp in verschiedenen Mengen der Partition sind vereinigt jeweils die Mengen,
die 2; und 2, enthalten. Man erhilt die gesuchte Aquivalenzklasseneinteilung

P={X1, ..., X;}.

Sei Xy die Menge, die Xy enthilt. Dann ist f von allen Variablen aus Xy un-
abhingig?. AuBerdem ist f symmetrisch in allen Variablenmengen X, ..., X}.
Dann gilt:

Satz 4.4 Seien f, X, G und die Partition P = { X1, ..., X}.} definiert wie oben.
Dann ist die Anzahl der Zeilen der Zerlegungsmatriz 7 von f hinsichtlich X
vz(X, f) < (IXal + 1) - ([Xa[ + 1) - (IXk[ + 1)

Folglich gibt es eine Zerlequng von f hinsichtlich X mit héchstens

k
Mog((IXa] + 1) - (1Xu[ +1))] = [D_log(|X,] + 1)]

=2

Zerlegungsfunktionen.

Mst m;, € X4 \ Xu, so gilt v; € G. Dies 1aBt sich induktiv zeigen: Gilt die Behauptung im
Verlauf des Verfahrens fiir X7 nnd kommt nun z; zn X4 nen hinzn wegen o, € G mit x5 € X5,
dann gilt v; = g ovp 0 0y € G (Tst f unabhingig von einer Variablen xz und symmetrisch
in (z;,7x), so ist f auch unabhangig von ;.)
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Beweis:
Sei fiir alle 1 <12 <k
Ix, ={j|3z; € X;}

die Menge der Indizes von Variablen in X,.

Zur Bestimmung der Anzahl verschiedener Zeilen von 7 geniigt es, alle Zeilen
mit Indizes

J=ant(er, ... 6), (€1,...,6,) € {0, 1}

zu betrachten, die folgende Figenschaft (*) haben:

o ¢; = 0 fiir alle ¢ € Iy,

o ; <¢ fiiralled,jelx,2<I<kmiti<j
(d.h. wenn die Indizes der Variablen aus X

<9 < ... < 1y

sind, dann sind in

Q”Qw..wﬁ'

hm,

die Einsen nach rechts sortiert.)

Es gibt genau (| Xo|4+1)-...-(| Xg|+1) verschiedene Zeilen mit dieser Eigenschaft.
Ist nun eine Zeile mit Index

Go=ind(61,. . 8,), (B1...u8,) € {0,1}7

gegeben, wobei j Eigenschaft (*) nicht erfiillt, so kann man durch Nullsetzen
von 6; mit 7 € Iy, und Vertauschen von é; mit ¢ € Iy, (2 <1 < k) einen Index j’
konstruieren, der Eigenschaft (*) erfiillt. Da f unabhingig von den Variablen in
X1 ist und invariant gegeniiber Vertauschungen der Variablen in X; (1 <1< k)
ist, dndert sich der Funktionswert durch das Nullsetzen und die angegebenen
Vertauschungen nicht. Die Zeilen mit den Indizes 7 und ;' miissen identisch sein.

Die Gesamtzahl verschiedener Zeilen von 7 betrigt also héchstens

(X2 + 1) (| X+ 1).

Ist eine Funktion f € B, invariant gegeniiber der Vertauschung zweier Ein-
gangsvariablen 2; und 2; und fithrt man eine Zerlegung hinsichtlich einer Varia-
blenaufteilung durch, bei der 2; und 2; in der gleichen Menge sind, so wird also
schon dadurch die Anzahl der moglichen verschiedenen Zeilen (bzw. Spalten)
der Zerlegungsmatrix reduziert. Es ist also wohl eine gute Heuristik, solche Ein-
gangsvariablen bei einer Variablenaufteilung moglichst in die gleiche Menge 7u
plazieren. Man kénnte nun evtl. zur Vermutung kommen, daf es (bei Vorgabe der
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Abbildung 4.3: Zerlegungsmatrix bei n = 4
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Michtigkeit einer der beiden Variablenteilmengen) unter allen Variablenauftei-

lungen, die zu einer Zerlegung mit minimaler Anzahl von Zerlegungsfunktionen

fiihren, immer eine Variablenaufteilung gibt, bei der 2; und 2; in der gleichen

Menge sind. Dann kénnte man bei der Suche nach optimalen Variablenauftei-

lungen auf alle Variablenaufteilungen verzichten, die z; und 2; trennen. Dies ist

aber leider nicht der Fall.

Um dies zu zeigen, wird eine Klasse von Funktionen definiert, die lediglich in

emmem  Variablenpaar symmetrisch sind. Alle gleichmifiigen Zerlegungen mit

geringster Anzahl von Zerlegungsfunktionen erfolgen aber hinsichtlich einer Va-

riablenaufteilung, die gerade diese beiden Variablen trennt.

Sei n > 3, dann definiere

f(m17"'7mnvmn+ﬂv"'7m2n)::

FEine Zerlegungsmatrix von f fiiv n = 4 ist in Abbildung 4.3 angegeben.

FEs gilt dann folgendes Lemma:

Lemma 4.8

falls 31 <m < n und In + 1 <1 < 2n mit

x,=0firie{l,....om}U{n+1,..

und z; = 1 sonst.
sonst

1. f ist symmetrisch in (x1, T,41).

!
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2. f ist nicht symmetrisch in x;, x;, fallsi # 7, {i,j} #{1,n+ 1}.

3w, an b {xaaa, ..o, won )} ist eine gleichmdchtige Variablenaufteilung,
bei der die Anzahl von Zerlequngsfunktionen minimal wird.

4. Bei allen gleichmdchtigen Variablenaufteilungen mit minimaler Anzahl von
Zerlegungsfunktionen sind a1 und x,41 nicht in derselben Teilmenge.

Beweis:

Zu 1.
Falls 21 = 1 oder 2,11 = 1, so ist nach Definition der Funktionswert 0.

Also gilt
f(loaoy 20, 002000, o cvwe,) = f(0 29, o co2y, 1 2na0, ..o 22,) = 0
fiir @9, ... 20, Tnga, .oy 22, € {0, 1} = f symmetrisch in (21, 2,41)

Zu 2.
Betrachte 2 Variablen z;,2; mit {i,7} # {1,n+ 1}.

1. Fall: 7,5 € {1,...,n}
Sei 0.B.d.A. i < j.
Nach Definiton von f gilt

aber
f(07 -0 ] 7]7 7]7 0 7]7 9 ] 707 70):0
~ ~ ~
7 ¥ n

— f nicht symmetrisch in (2;,2;)

2. Fall: i,je{n+1,...,2n}
Analog zu Fall 1.

J.Fall: ie{l,....n},j€{n+1,...,2n}

Fall 3.1.0 2, # 24, 25 # 2y
Nach Definiton von f gilt

f(07' 9 07 - 0 o 0 7]7' 9 ] 9 ° 7]):]7
S~ e N ~—
i o 4l ]
aber
FO,...,0, 1 ,0,..., 0,0 ,1,....0 ,1,...,1)=0
~— e N S~
7 n n4l 7

— f nicht symmetrisch in (2;,2;)
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Fall 3.2.0 a; # a2 # 24, ) = Tpgq
Nach Definiton von f gilt

f(ov 707 1 ) [ 1 ) 07 70):]7
—— ~
2 n n+1
aber
f(ov 707 0 7]7 [ 1 ) 1 707 70):0
7 n n+1
— f nicht symmetrisch in (2;,2;)
Fall 3.3.: x;, = a,,
Nach Definiton von f gilt
fO .o, 1, 0 ,...,0)=1,

m n+1

aber

F0,1,...,1,0 , 0 ,0,...,0, 1 ,0...,0)=0.
—~ —~—

— f nicht symmetrisch in (2;,2;)

7u 3.:

e Die Zerlegungsmatrix 7 von f hinsichtlich

R R T S i T T D

hat genau 2 verschiedene Zeilen und 2 verschiedene Spalten.

7Zur Anzahl der verschiedenen Zeilen:

1. Fall:
Der Zeilenindex (a4,...,2,) ist von der Form (0,...,0,1,...,1)
(mit evtl. leerer Folge von Einsen).
Dann gilt: Ein Eintrag dieser Zeile ist genau dann 1, wenn der
entsprechende Spaltenindex (2,41,...,22,) ebenfalls von dieser
Form ist.

2. Fall:
Der Zeilenindex ist nicht von dieser Form == alle Fintrige der
Zeile sind 0.

7 hat also genau 2 verschiedene Zeilen.

Analog folgt, dafl f genau 2 verschiedene Spalten hat.
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7u 4.:

e Es gibt keine Variablenaufteilung { X, Y}, so daf} die zugehorige Zer-
legungsmatrix nur eine Zeile bzw. nur eine Spalte hat.
Offensichtlich ist f von allen Fingangsvariablen abhingig. Hitte die
Zerlegungsmatrix hinsichtlich { X, Y} nur eine Zeile, so wire aber f
von allen Variablen in X unabhingig, hitte sie nur eine Spalte, so
wéare [ von den Variablen in Y unabhingig.

— {{a1,.. o, w1, .., w9, )} ist eine Variablenaufteilung, bei der
die Anzahl von Zerlegungsfunktionen minimal wird.

Zeige: Falls bei einer gleichmichtigen Variablenaufteilung { X, Y} 27 und
2paq in derselben Teilmenge sind, dann hat die Zerlegungsmatrix hinsicht-
lich {X,Y} mehr als 2 verschiedene Zeilen und mehr als 2 verschiedene
Spalten.

Seien
X =Azg, o, b, und Yo=Aa oo, )

und o.B.d.A. selen a;, = 29, 25, = 2,41.

Sei 7 die Zerlegungsmatrix von f hinsichtlich {X,Y}.

e Anzahl der verschiedenen Zeilen von 7:
Falls 2y = 1 oder 2,44 = 1, dann f(24,...,29,) = 0.
= Alle Zeilen mit Indizes

(1,1,..), (1,0,..), baw. (0,1,...)

sind konstant ().

Noch zu zeigen: Unter den Zeilen mit den Indizes (0,0, 2,,,...,2;,)
gibt es mindestens 2 verschiedene, die nicht konstant 0 sind.
Betrachte dazu die Zeilen mit den Indizes (0,0, 1,...,1)und (0,...,0).
Die Zeilen sind nicht konstant 0, da

— Bei der Zeile mit Index (0,...,0) der Eintrag in der Spalte mit
Index (0,...,0) 1 ist.

— Bei der Zeile mit Index (0,0,1,...,1) der Eintrag in der Spalte
mit Index (1,...,1) 1 ist.

Fs wird nun gezeigt, dafl sich die beiden Zeilen auf jeden Fall in
ihrem Fintrag in der Spalte mit Index (0,...,0) oder im Fintrag in
der Spalte mit Index (1,...,1) unterscheiden.

1. Fall: Z:h0..0yint(1,..0) = 0
Es gilt Zint(0,0,1

IR ERER

len, die nicht konstant 0 sind gefunden.

Wint(1,..,1) = 1. Also sind zwei verschiedene Zei-

2. Fall: th(o,...,o)mm,...,1) =1
Dann gilt nach Definition von f:

Y =A{%ipis s Tiny ) = AT T 2 T2 )
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fir2<m<mn,n+2<I[<2n.
FEs gilt auflerdem m > 3 oder I > n + 3, denn wire m = 2 und
[ =n+ 2, dann wire

n=Hri T =0 140 —1=2n—2.

Dies kann aber nicht sein, da n > 3.

Sei 0.B.d.A.:m > 3
— a9€ X,z2, €Y.
= Zint(0,0,1

IR EEER)

Dint(0,...0) = 0, da f(z1,. .. 29,) = Ofiiray =0,
ro =1, 2, =0.
Es gilt Zint0,...0)int(0,...0) = 1. Also sind zwei verschiedene Zeilen,
die nicht konstant 0 sind, gefunden.
Insgesamt gibt es also mehr als 2 verschiedene Zeilen der Zerlegungs-
matrix.
e Anzahl der verschiedenen Spalten von 7:
Bei der Betrachtung der Zeilenanzahl wurden 2 Zeilen angegeben, die
sich auf jeden Fall in ihrem Eintrag in der Spalte mit Index (0,...,0)
oder im Eintrag in der Spalte mit Index (1,..., 1) unterscheiden. Folg-
lich sind diese heiden Spalten verschieden und wegen

2 int(0,0,0)int(0,000) = Zint(0,0,1,..1)int(1,..01) = 1
sind sie nicht konstant 0.
FEs gibt aber auch Spalten, die konstant 0 sind:

Wegen n > 3 v, ,2;, € ¥V mit x;, # x;, und

Ti i €%, ) oder mp L ay € {Tg, 0 T )

Sei 0.B.d Az iy < i und 4,0, € {1,...,n}.
== Die Spalte mit dem Index

ist konstant 0, da
f(.7,‘17...7.772n) - 07

falls Jo,p e {1,....,n},o< pmit 2, =1, 2, = 0.
= Insgesamt gibt es also mehr als 2 verschiedene Spalten der 7Zer-
legungsmatrix.
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4.3 Partielle Funktionen

Bisher wurden nur Zerlegungen totaler Funktionen behandelt. Bei praktischen
Problemen treten allerdings haufig partielle Funktionen auf (d.h. Funktionen,
deren don’t care Menge nicht leer ist), da die Schaltkreise, die diese partiellen
Funktionen realisieren sollen, beispielsweise in ein griofleres System eingebet-
tet werden und man daher gewisse Fingabevektoren von vornherein ausschlies-
sen kann oder da im praktischen Problem bei einer Funktion mit mehreren
Ausgingen fiir bestimmte FEingaben der Funktionswert nur an einem Teil der
Ausginge interessant ist.

Auch bei der rekursiven Ausnutzung von Zerlegungen bei der lLogiksynthese
konnen partielle Funktionen auftreten. Selbst wenn die urspriinglich zu reali-
sierende Funktion total ist, konnen bei der rekursiven Behandlung der Zerle-
gungsfunktionen bzw. der Zusammensetzungsfunktion partielle Funktionen vor-
kommen. Ist bei einer einseitigen Zerlegung hinsichtlich einer Variablenteilmenge
7. B. die Anzahl der Zeilen der zugehdrigen Zerlegungsmatrix keine Zweierpo-
tenz, so miissen die Zerlegungsfunktionen nicht alle moglichen Ausgangskom-
binationen annehmen (auch wenn die Anzahl der Zerlegungsfunktionen mini-
mal gewihlt wird). Die Zusammensetzungsfunktion kann dann partiell sein. Es
ist weiterhin denkbar, auch Zerlegungsfunktionen als partielle Funktionen zu
wéihlen.

Fin Q Schaltkreis, der eine partielle Funktion f realisiert, definiert eine totale
Funktion, die eine Erweiterung von f darstellt. Wie in dieser totalen Funktion
die bisher undefinierten Funktionswerte von f belegt werden, ist unerheblich.
Allerdings haben im allgemeinen verschiedene totale Erweiterungen von f ver-
schiedene Komplexitdt. Auch die minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen
kann bei verschiedenen Erweiterungen von f verschieden sein.

Fs ist daher sinnvoll, bei der Logiksynthese die undefinierten Funktionswerte
einer partiellen Funktion nicht beliebig festzulegen, sondern nach giinstigen Fr-
weiterungen der partiellen Funktion zu suchen.

4.3.1 Finseitige Zerlegungen

Zuniachst wird die Behandlung partieller Funktionen bei einseitigen Zerlegungen
betrachtet.

Analog 7ur Gleichheit von Zerlegungsmatrixzeilen bei totalen Funktionen wird
hier die Kompatibilitit von Zerlegungsmatrixzeilen definiert.

Definition 4.6 (Kompatible Zeilen einer Zerlegungsmatrix)
Sei fe S(D), D C{0,1}" eine Funktion mit den Fingangsvariablen xy,...
Y1y -y Yg. Sei 7 die Zerlequngsmatriz von f hinsichtlich {x+,. .., 2,}.

Sind

23]

2 = (mg1)7...,m(1)) und z(?) = (mgz)v...,mg)) €{0,1}7
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und i = int(z(M), j = int(xP), so heifen die Zeilen von 7 mit den Indizes i
und j kompatibel (in Zeichen: (1)~ .77(2)), wenn. es keinen Spaltenindex 0 < k <
29 — 1 gibt mit

(Zik =0 und Z;. = 1) oder

(Zik =1 und Z]‘k = 0)
(Mit anderen Worten:
Ay € {0,1}7 mit (.77(1),@/)7(.77(2),?/) € Dund f(m(”,y) + f(m(z),y).)
.~ “ st keine Aquivalenzrelation auf {0,1}".

Dies zeigt das folgende kleine Beispiel einer Zerlegungsmatrix:

N = O

1
*
0
0

w
o O o %

Zeilen 0 und 1 sind kompatibel, Zeilen 1 und 2 sind kompatibel, aher Zeilen 0
und 2 sind nicht kompatibel.

Analog zur Anzahl verschiedener Zeilen einer Zerlegungsmatrix bei totalen Funk-
tionen wird hier folgende Bezeichnung eingefiihrt:

Bezeichnung 14 Sei f € S(D), D C {0,1}" mit den Fingangsvariablen aq,
ey Ty Y1y e w0 Yg- Sei 7 die Zerlegungsmatriz von f hinsichtlich der Variablen-
teilmenge X = {x1,...,2,}.

Dann wird die minimale Anzahl von Mengen, in die {0, 1}? partitioniert werden
kann, so daff je 2 Flemente der gleichen Menge (bzgl. ~) kompatibel sind, mit
vkk(X, f) bezeichnet.

Fs ist nun wie bei totalen Funktionen leicht, ein Kriterium dafiir anzugeben, daf}
7u einer vorgebenen Variablenteilmenge eine Zerlegung mit einer festen Anzahl
von Zerlegungsfunktionen existiert. (Ein entsprechender Satz wurde schon von
Karp in [Kar63] bewiesen.)

Satz 4.5 Sei f € S(D), D C {0,1}" eine Funktion mit den Fingangsvariablen
Thy oo Tpy Y- -0 Y. Dann gibt es genau dann eine einseitige Zerlegung von f
hinsichtlich der Variablenteilmenge X = {1, ...,2,}, so daff fir alle (z1,...,2,,
Yiy-oosYy) aus D gilt:

.f(m17"'7mp7y17"'7yq):g(a1(m17---7'7;7?)7'"7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)7

wenn

r > log(vkk(X, f))
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Beweis:
Der Beweis erfolgt genan analog zum Beweis von Satz 4.1. Fs ist lediglich jeweils
die Gleichheit von Zeilen durch ,,Kompatibilitit von Zeilen“ zu ersetzen.

O

Sind die Zeilen einer Zerlegungsmatrix 7 hinsichtlich X so in verschiedene Men-
gen partitioniert, dafl simtliche Zeilen in einer Menge paarweise kompatibel sind,
so kann man die don’t care Stellen (,,*“) so belegen, daB alle Zeilen in einer Men-
ge gleich sind. (Es gibt in einer Menge ja kein Paar von Zeilen, so daf} in der
einen Zeile an einer bestimmten Position eine 1 steht, in der anderen Zeile an
dieser Position eine 0.) Ist die Anzahl der Mengen in einer solchen Partition
minimal, so erhdlt man auf diese Weise eine Zerlegungsmatrix zu einer totalen

Funktion f’, wobei vkk(X, f) = vz( X, f').

Sucht man zu einer partiellen Funktion f eine Variablenteilmenge X mit Michtig-
keit p, so daB die Anzahl der Zerlegungsfunktionen, die bei einer einseitigen
Zerlegung hinsichtlich X nétig sind, minimal ist, so kann man hier dhnlich wie
bei totalen Funktionen fiir alle p elementigen Variablenteilmengen X vkk( X, f)
bestimmen und dann die Teilmenge X auswihlen, fiir die vkk( X, f) minimal ist.

Das Problem, das dabei auftritt, besteht darin, dafi die Aufgabe, bei einer
gegebenen Zerlegungsmatrix die minimale Anzahl von Kompatibilititsklassen
vkk(X, f) zu bestimmen, wesentlich schwieriger ist als die Bestimmung der An-
zahl verschiedener Zeilen der Matrix. Fs stellt sich heraus, dafi dieses Problem
sogar N P hart ist. Es ist also sehr unwahrscheinlich, dafl man einen Algorith-
mus finden kann, der vkk(X, f) berechnet und dessen Laufzeit polynomiell in
der Grofe der Zerlegungsmatrix ist.

Folgendes Problem ist zu losen:

Problem der einseitigen Kommunikationsminimierung

(EKM)

Gegeben ist eine partielle Funktion f € S(D), D C {0,1}" in den
Fingangsvariablen zq,...,2,, y1,...,y, mit der Zerlegungsmatrix
7 hinsichtlich X = {&,...,2,}.

Gesucht ist die minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen bei ei-
ner einseitigen Zerlegung von f hinsichtlich X, d.h. gesucht ist

llog(nkk(X, )]

Fs gilt:
Satz 4.6 Das Problem EXM ist NP hart.

Satz 4.6 wird bewiesen durch Angabe einer Polynomzeittransformation vom
N P vollstindigen Problem , Partition into Cliques® (PC) nach EKM.

Das Problem PC lautet (siehe [GJ79], S. 193):
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Partition into Cliques (PC)
Gegeben.: Fin Graph G = (V, F)und eine natiirliche Zahl K < |V].

Gesucht.: Kann V partitioniert werden in k& < K disjunkte Mengen
Vi, ... Vi, sodafB fiir 1 <7 < k der Teilgraph, der alle Knoten aus
V; umfafit, ein vollstindiger Graph ist?

Das Problem bleibt N P vollstindig, wenn man die Grenze K auf Zweierpoten-
zen beschrankt. Also ist auch folgendes Problem N P vollstiandig:

Problem PC’

Gegeben.: Ein Graph G = (V, F)) und eine natiirliche Zahl K = 2™
fiirm e N, K < |V|.

Gesucht.: Kann V partitioniert werden in k& < K disjunkte Mengen
Vi, ... Vi, sodafB fiir 1 <7 < k der Teilgraph, der alle Knoten aus
V; umfafit, ein vollstindiger Graph ist?

Beweisskizze:

Beweis, dal PC’ N P hart, durch Polynomzeittransformation von PC nach PC’:
Ist bei einer Instanz des Problems PC die natiirliche Zahl K keine Zweierpo-
tenz, so wihle die niachsthohere Zweierpotenz 2™ und fiige zum Graphen
2™ — K zusatzliche Knoten hinzu, die weder Quelle noch Ziel einer Kante sind.
Der resultierende Graph hat genau dann eine Partition in & < 2™ vollstindige
Teilgraphen, wenn der urspriingliche Graph eine Partition in & < K vollstindige
Teilgraphen hat. O

Nun kann Satz 4.6 bewiesen werden. Die Idee des Beweises besteht darin, daf}
man die Kompatibilititsrelation ~ auf Zerlegungsmatrixzeilen als einen Gra-
phen betrachtet. Das Problem, die minimale Anzahl von Kompatibilitdtsklassen
auf den Zerlegungsmatrixzeilen zu bestimmen, ist dquivalent zum Problem, eine
Partition des Graphen in vollstindige Teilgraphen zu bestimmen. Die Einzelhei-
ten sind in folgendem Beweis zu finden:

Beweis:
Gegeben sei eine Instanz eines PC’ Problems bestehend aus einem Graphen
G = (V, F) und einer natiirlichen Zahl K <|V| mit K = 2™ fiir m € N

7Zu G kann in Polynomzeit eine partielle Funktion f bestimmt werden, so daf}

bei einseitiger Zerlegung von f hinsichtlich einer Variablenteilmenge X = {a,
.y 2y vEE(X, f) gleich der minimalen Anzahl von vollstindigen disjunkten
Teilgraphen von (' ist.

7ur Konstruktion von f:

Sei p minimal mit 27 > |V|. Definiere f :{0,1}%” ~ {0,1} durch Angabe einer
Zerlegungsmatrix 7 hinsichtlich X = {x,...,2,}. Nehme dazu der Einfachheit
halber 0.B.d.A.an, daBB V = {0,...,|V]| — 1}.

Es gelte
Zip = * fiir i > |V] oder j > |V].
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Fiir alle 0 < i, <|V|— 1 wird definiert:

* Afalls i< 7
1, falls 1 =3

7. — .
" 0, falls ¢ >jund {i,j} ¢ I
* falls ¢ > jund {i,j} e F
7 hat also folgende Gestalt:
1
1
*
;
|V| Zeilen
*
;
0, %
;
;
*

Seien ¢,7 € {0,...,|V|— 1} und sei 0.B.d.A. i > j.
Fiir alle Spalten k # j gilt:

Zik = Z]‘k = 0 oder Zik = * oder Z]‘k = *k.

Fs gilt auBerdem: 7, = 1.
Also sind Zeilen ¢ und j genau dann inkompatibel (bzw. bin, (i) % bin,(j)), wenn

Def. von f
=

Zii =10 {i,jy ¢ F

hzw.

{i,jY € F <= biny(i)~ bin,(j) Vi,j € {0,...,[V] —1}.

Also bilden die Knoten #4,...7,, genau dann einen vollstindigen Teilgraphen,
wenn die Zeilen mit den Indizes i4,...1,, paarweise kompatibel sind.

Zeilen mit Indizes 7 > |V sind zu allen anderen Zeilen kompatibel. Also gilt:

e Falls es eine Partition von V = {0,...,|[V]|—1}in & < K disjunkte Mengen
Vi...., Vi gibt, so daB die durch die Knoten aus V; (1 < i < k) induzierten
Teilgraphen vollstandige Graphen sind, dann ist

Vi, Vi Ve UV, 2P — 1))

eine Partition der Zeilenindizes, bei der die einzelnen Teilmengen nur Indi-
zes kompatibler Zeilen enthalten. Es gilt dann: vkk(X, f) < k< K =27
und es gibt nach Lemma 4.5 eine Zerlegung hinsichtlich X mit m’ < m
Zerlegungsfunktionen.
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e Gibt es eine Zerlegung von f hinsichtlich X mit m’ < m Zerlegungsfunk-
tionen, so gilt nach Lemma 4.5:

vkk(X, f)<2™ <2™ = K

Es gibt also eine Partition { Ky, ..., K} der Zeilenindizes {0,...27—1} mit
k< K, so daf die Zeilen mit Indizes aus einer der Mengen K; (1 <i < k)
paarweise kompatibel sind. Dann gibt es auch eine Partition von V in
Mengen

Vi=KinV,...,op.=KgNV,

so daf} die durch die Knoten aus V; induzierten Teilgraphen vollstindige
Graphen sind.

Insgesamt gilt: Die in Polynomzeit konstruierbare Funktion f hat genau dann
eine Zerlegung hinsichtlich X mit m’ < m Zerlegungsfunktionen, wenn sich die
Knoten von (7 so partitionieren lassen, dafl sich & < K = 2" vollstiandige Teil-
graphen ergeben'.

O

Anhand des obigen Beweises wird auch ein Verfahren deutlich, wie man fiir eine
Zerlegung von f hinsichtlich X vkk(X, f) berechnen bzw. approximieren kann:

e Bestimme die zugehérige Zerlegungsmatrix.
e Bestimme die Kompatibilitatsrelation ~ auf {0, 1}”.
e Interpretiere ~ als Kantenmenge eines Graphen mit Knoten aus {0, 1}”.

e Bestimme vkk(X, f) als die minimale Zahl k, so dafi {0,1}” in Mengen
Vi,....Vp partitioniert werden kann, wobei die Teilgraphen aller Knoten
in V; jeweils vollstandige Graphen sind. Dies kann mit einer Heuristik zur
Losung des bekannten Problems ,Partition into Cliques® geschehen.

4.3.2 Zweiseitige Zerlegungen

GemiB Lemma 4.2 kann man bei totalen Funktionen die minimale Anzahl von
Zerlegungsfunktionen anhand der Anzahl der verschiedenen Zeilen und verschie-
denen Spalten einer Zerlegungsmatrix bestimmen. Definiert man wie auf den
Zeilen einer Zerlegungsmatrix einer partiellen Funktion auch auf den Spalten ei-
ne Kompatibilitiatsrelation, so gilt die analoge Aussage zu Lemma 4.2 allerdings
nicht. Bei einer Zerlegung von f hinsichtlich der Variablenaufteilung { X, Y} ist
die minimale Anzahl der Zerlegungsfunktionen nicht durch [log(vkk(X, f))] +
[log(vkk(Y, f))] gegeben. Das folgende kleine Beispiel zeigt den Grund dafiir:

Beispiel 3:

"Wenn man in Polynomzeit die minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen bei Zerlegung
von f hinsichtlich X berechnen koénnte, so konnte man natiirlich anch berechnen, ob es eine
Zerlegung mit m’ < m Zerlegungsfunktionen gibt.
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Die bei

gibt aber keine Frsetzung der don’t care Stellen durch Elemente aus {0, 1}, so

o %
*

den Zeilen und die beiden Spalten der Matrix sind jeweils kompatibel. Es

daB sowohl die Zeilen gleich werden als auch die Spalten gleich werden.

Auch im Fall zweiseitiger Zerlegungen ist das Problem, bei gegebener Variablen-
aufteilung { X, Y} die minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen zu finden, die
notig ist, um eine Zerlegung hinsichtlich {X, Y} durchzufiihren, NP hart. Es

handelt sich genauer um folgendes Problem:

Fs gilt:

Problem der zweiseitigen Kommunikationsminimierung
(ZKM)

Gegeben ist eine partielle Funktion f € S(D), D C {0,1}" in den
Fingangsvariablen zq,...,2,, y1,...,y, mit der Zerlegungsmatrix

7 hinsichtlich {X, Y} = {{a1,..,a.}, {yi.- - yg ) -

Gesucht ist die minimale Anzahl von Zerlegungsfunktionen bei ei-
ner zweiseitigen Zerlegung von f hinsichtlich {X,Y}.

Satz 4.7 Das Problem ZKM ist NP hart.

Satz 4.

7 wird bewiesen durch Angabe einer Polynomzeittransformation von ei-
nem N P vollstindigen Problem BIP nach ZMK. BIP ist ein Spezialfall des

Problems der ganzzahligen Programmierung:

Problem BIP

Gegeben ist eine Matrix A € {0,1}7" und ein Vektor b =
(1,..., D)7 Gesuchtist eine binire Losung 2 € {0,1}" von Az = b.
——

m M a]

BIP ist N P vollstandig (vergleiche [LLP81]).

Auch e

BIP:

ine eingeschriankte Form von BIP ist NP vollstindig:

Problem BIP’

Gegeben ist eine Matrix A € {0,1}"*” mit n =2 — 1, k € N und
ein Vektor b = (1,...,1)7. Gesucht ist eine binire Losung von
——

n Mal
Az = b.
Beweisskizze:
Beweis, dafl BIP” N P hart, durch Polynomzeittransformation von BIP nach
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Ist bei einer Instanz des Problems BIP eine Matrix A € {0,1}™*" gegeben, so
wiahle & minimal, so dafl 28 —1>n+1und 28 —1 > m. Konstruiere zu A eine
Matrix A’, indem zuniichst an A 28 — 1 — n 0-Spalten angehingt werden (also
mindestens eine) und dann 2¥ — 1 — m Zeilen der Form (0,...,0,1) angehingt
werden. b ergibt sich aus b durch Anhiingen von 28 — 1 — m Einsen. Man sieht
leicht, dal Az = b genan dann eine binire Losung hat, wenn A’z’ = b’ eine
bindre Losung hat. O

Nun kann Satz 4.7 bewiesen werden:

Beweis:
Gegeben sei eine Instanz eines BIP’ Problems, d.h. eine Matrix A € {0,1}" mit
n=2-1

Zu A wird in Polynomzeit die Zerlegungsmatrix 7 einer partiellen Funktion f
mit 4k + 2 Fingangsvariablen bestimmt. Fs handelt sich um die Zerlegungs-
matrix zu einer Zerlegung hinsichtlich einer Variablenaufteilung { X, Y} in zwei
gleichmichtige Variablenteilmengen.

7 wird durch Bild 4.4 definiert. Die Matrix ist in verschiedene Blocke eingeteilt,
an den Rindern der Matrix ist die Grofle der Blécke angegeben.

Bild 4.5 zeigt diesselbe Matrix. Um leichter argumentieren zu kénnen, werden
hier den verschiedenen Blécken Namen zugeordnet.?

Die Gesamtzahl der Zeilen von 7 hetrigt
T+2n4n2+ (02 +n+1)+n=2n+1)2=2(2%F) = 22+
die Gesamtzahl der Spalten betrigt
An+ 3+ [2(n+1)2 —4n — 3] = 2(n + 1) = 225+,

7 ist also Zerlegungsmatrix einer partiellen Funktion f mit 4k 4+ 2 Fingangsva-
riablen.

Hilfsbehauptung 1: 7 hat bei jeder Ersetzung der * durch 0 oder 1 mindestens

e Sn+4)-—n=4n+1)= 2k+2 verschiedene Spalten
° (77/2 +3n4+1)—n=(n+ ])2 — 22k yerschiedene Zeilen

’Tie Matrizen 35,05,02,, 0z, Fris sind technische Details. Sie gewdhrleisten, dafi sowohl
die Gesamtzahl der Zeilen bzw. Spalten als auch die Minimalzahlen verschiedener Zeilen und
Spalten Zweierpotenzen sind. Wichtig ist die Rolle der Matrizen A nnd A’. A ist die Matrix des
urspriinglichen Problems, A’ eine Matrix, die nur aus * besteht. Tst (#1,...,5,) bindre Tésung
von Az = b, so erhalt man eine Belegung der * durch Eintriage ans {0, 1} mit minimaler Anzahl
von Zeilen und Spalten, indem Spalte i von A’ mit dem Nullvektor belegt wird, falls x; = 0,
bzw. mit der i. Spalte von A, falls z; = 1. Die Matrizen R; und F; (1 < ¢ < n) dienen
intuitiv zum ., Test, ob in einer bestimmten Zeile von A’ nach Frsetzen der * die Snmme der
Spalteneintriage genan 1 ist®.
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n n n n 3 2(77,+1)274n73
——— — T — T —
Q0 ---011 Tlk ---%|0Q 01001
011
]] 0 ]] 0 ]] 0 111
A 10
O 110 410 74
ARIRERALY 1 0
1
n{ 0 _ s ) 0
nl anmn 1
10---011
11 0
n L '._]
{ 10---0] 0 1
010011 0
01000 g
* * : : |0
K
n Do "
o010]0 1
0---0111
1 0
n T O
0 1
0---01 1
1
n?dtntl O
1
]] 0
" 0 i
0
|

Abbildung 4.4: Zerlegungsmatrix 7
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Abbildung 4.5: Zerlegungsmatrix 7

Beweis:
1. Spalten

o Alle Spalten, die durch F, ¢ verlaufen, sind untereinander ver-
schieden.

o Alle Spalten, die durch F, 5 verlaufen, sind untereinander ver-
schieden.

e Alle Spalten, die durch Fq verlaufen, sind untereinander verschie-
den.

o Wegen der 1. Zeile sind alle Spalten durch F, ¢ verschieden von
allen Spalten durch F, 1.

e Alle Spalten, die durch Fy verlaufen, sind verschieden von Spalten

durch Foq, Faio.

Also muf} es in den ersten 4 Blécken mindestens 3n verschiedene Spal-

ten geben.

Die 3 Spalten, die durch 3.5 verlaufen, sind untereinander ver-
schieden und verschieden von allen anderen.

Die Nullspalte durch 0Og ist verschieden von allen anderen.

Alle Spalten, die durch F, 4 verlaufen, sind untereinander ver-
schieden und verschieden von allen anderen.

Insgesamt gibt es also mindestens 3n 44+ n = 4(n+ 1) verschiedene

Spalten.
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(Auch die Spalten durch F, 43 sind paarweise verschieden. Die einzige
Moglichkeit, Spalten durch Frsetzungen von * durch 0 oder 1 gleich
71 machen, besteht bei Spalten durch F,,y mit Spalten durch F, 15
bzw. bei Spalten durch F, o mit Spalten durch F,13.)

. Zeilen

Wie man leicht sieht, sind alle Zeilen, die durch 0g verlaufen und
nicht durch A verlaufen paarweise verschieden. Es handelt sich dabei
um 14+ n 4+ n? Zeilen. Die n verschiedenen Zeilen durch 0z, und 0z,
sind verschieden von allen anderen. Insgesamt gibt es also mindesten
n?4Lo2n4+1= (n+ ])2 verschiedene Zeilen.

(Die einzige Moglichkeit, Zeilen durch Ersetzungen von * durch 0
oder 1 gleich zu machen, besteht bei Zeilen durch A’. Sie kénnen mit

* zur Ubereinstimmung

Zeilen durch Ry, ..., R, durch Ersetzen von
gebracht werden, jedoch jede Zeile durch A’ nur mit maximal einer

Zeile durch Ry,..., R,.)

Hilfshehauptung 2: Falls es eine Ersetzung von * durch Elemente aus {0, 1} gibt,

so daB die resultierende Matrix Z nur 4(n + 1) verschiedene Spalten und

nur (n+ ])2 verschiedene Zeilen hat, dann hat Az = b eine bindre L.osung.

Beweis:

o Alle Spalten, die durch F, 5 verlaufen, sind untereinander verschie-

den. Hat 7 4(n + 1) verschieden Spalten, so miissen nach dem Be-
weis von Hilfshehauptung 1 alle Spalten durch F, 3t mit einer Spal-

te durch m oder durch F, o iibereinstimmen. Die 2. Spalte von
A" muB dann entweder gleich der i. Spalte von A oder gleich dem
0 Vektor (der i. Spalte von 04) sein (vergleiche dariiberliegende Fin-
heitsmatrizen und 1. Zeile!).

Hat 7 (n + ])2 verschiedene Zeilen, so mufl nach dem Beweis von
Hilfsbehauptung 1 jede Zeile durch A’ mit genau einer Zeile durch
Ry, ..., R, iibereinstimmen.

Daraus folgt, daB jede Zeile von A’ genan eine 1 enthilt.

Insgesamt steht also in A’ eine Kopie von A, bei der allerdings einige

Spalten evtl. durch (0 Spalten ersetzt sind und zwar gerade so, daf} jede

Zeile von A’ genau eine 1 enthilt.

= Man erhilt eine Losung von Az = b, indem man setst

1, falls die i. Spalte von A’ gleich der 7. Spalte von A

2; =< 0, falls die i. Spalte von A’ gleich der i. Spalte von 04,

d.h. falls die i. Spalte von A’ nur Nullen enthilt

st B ein Block der Matrix 7, so wird der entsprechende Block in Matrix 7 mit B

bezeichnet.
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Hilfshehauptung 3: Falls es eine bindre Lésung von Az = b gibt, so gibt es eine

Ersetzung von * in 7 durch Elemente aus {0, 1}, so dafi die resultierende
Matrix Z nur 4(n + 1) verschiedene Spalten und nur (n + ])2 verschiedene
Zeilen hat.

Beweis:

Gegeben sei eine bindre Losung @ = (21,...,%,) von Az = b. Konstruiere
daraus nun eine Ersetzung der * in 7, so daB die resultierende Matrix 7
nur 4(n+ 1) verschiedene Spalten und nur (n—l—])2 verschiedene Zeilen hat.

e Talls x; = 1, so ersetze Spalte i in A’ durch die 7. Spalte von A. Fr-
setze auflerdem die 4. Spalte von ' durch die Aneinanderreihung der
i. Spalten von Ry, ..., R, (*). Weiterhin ersetze den i. * in der 1. Zeile
von 7 durch 1.

D.h. bringe insgesamt Spalte n 4+ und Spalte 2n + ¢ von 7 zur Uber-
einstimmung.

e Talls #; = 0, so ersetze Spalte 7 in A’ durch die i. Spalte von 04.
Ersetze auflerdem die i. Spalte von I durch die Aneinanderreihung
der 7. Spalten von Ry, ..., R,. Weiterhin ersetze den 7. * in der 1. Zeile
von 7 durch 0.

Insgesamt werden also Spalte 7 und Spalte 2n + i von Z zur Uberein-
stimmung gebracht.

Die Anzahl der verschiedenen Spalten betrigt dann (unabhingig von der
Belegung der restlichen *) 4(n 4 1) (vergleiche Hilfshehauptung 1).

Da 2 Losung von Az = (1,..., 1)T ist, enthilt nun jede Zeile von A’ genau
eine 1!

Die 1 aus Zeile 7 von A’ befinde sich in Spalte j. Dann stimmt diese Zeile
mit der i. Zeile von R; iiberein. Wiahle dann die Ersetzung der * in I, und
(' so, daB die Zeilen von 7, die durch die i. Zeilen von A’ hzw. R; verlaufen,
gleich werden (*). Allerdings ist durch die Behandlung der Spalten schon
ein Teil der *in I, bzw. (' ersetzt. Es mufB also noch gezeigt werden, daf} die
schon erfolgten Ersetzungen nicht dazu fithren kénnen, daB eine Gleichheit
der angegebenen Zeilen nicht mehr moglich ist.

Man sieht dies anhand des folgenden Bildes ein:

.- €3 € - -| 21
-k (-I... 2’2
$1 59

Angenommen Spalte s; und Zeile zo fithren durch I bzw. C' und Spalte
sy und Zeile z; fithren durch A’. Spalten sy und sy sollen durch Ersetzung
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* zur Ubereinstimmung gebracht werden. Der entsprechende * in A’

von
sei schon durch ey ersetzt. Dann hat man eine Situation wie in der obigen

Abbildung mit ¢, €9, €3 € {0,1}.

Wenn sy und s9 zu Ubereinstimmung gebracht werden sollen, so muf} der
noch verbleibende * durch € = ¢ ersetzt werden und es mufl gelten: e5 = 3.

Fntscheidend ist nun, daff man nur dann versucht z; und 29 zur Uberein-
stimmung zu bringen, wenn gilt: €5 = ¢;. Dann ist aber auch e = ¢y = €5 =
e3 und die Ersetzung des * in I, bzw. (' hat nicht verhindert, dafl z; und
zy 7ur Ubereinstimmung gebracht werden kénnen.

Fiithrt man die Ersetzungen vom Typ (*) nun fiir alle Zeilen durch, die
durch die i. Zeile von A’ verlaufen (1 < i < n), so ergeben sich (unabhingig
von der Belegung der restlichen *) insgesamt (77/2 +3n4+1)—n=(n+ ])2
verschiedene Zeilen von 7 (vergleiche Hilfshehauptung 1).

Damit ist Hilfshehauptung 3 bewiesen.

e Unabhingig von der Ersetzung der * durch 0 oder 1 hat 7, die Zerle-
gungsmatrix von f hinsichtlich {X,Y}, nach Hilfshehauptung 1 minde-
stens 4(n+1) = 2k+2 yerschiedene Spalten und (n—l—])2 — 22k yerschiedene
Zeilen. Die Anzahl der Zerlegungsfunktionen einer Zerlegung von f hin-
sichtlich { X, Y} mufi nach Lemma 4.2 also mindestens (k+2)+2k = 3k+2
betragen.

Gibt es andererseits eine Zerlegung von f hinsichtlich {X,Y} mit (k +
2) + 2k = 3k 4+ 2 Zerlegungsfunktionen, so muf es eine Ersetzung der *
in 7 geben, so dafi die resultierende Matrix hochstens 4(n + 1) = 9k+2
verschiedene Spalten und (n + ])2 — 9225 yerschiedene Zeilen hat (wegen
Lemma 4.2 und den angegebenen Mindestzahlen fiir verschiedene Zeilen
und Spalten). Die Zahl der verschiedenen Spalten muf also genau 4(n+1)
betragen, die Zahl der verschiedenen Zeilen genau (n + 1)2.

Dann gilt nach Hilfshehauptung 2: Az = b hat eine bindre Losung.

e Hat Az = b eine bindre Lésung, so gibt es nach Hilfsbehauptung 3 eine
Ersetzung von * in 7 durch Elemente aus {0, 1}, so dafi die resultierende
Matrix Z nur 4n+1)= 2k+2 verschiedene Spalten und nur (n—l—])2 — 92k
verschiedene Zeilen hat. Nach Lemma 4.2 existiert dann eine Zerlegung
mit (k+ 2) 4+ 2k = 3k + 2 Zerlegungsfunktionen.

Insgesamt gilt also:

Az = b hat genau dann eine bindre Losung, wenn bei einer Zerlegung der in Po-
lynomzeit berechneten Funktion f hinsichtlich der gleichmichtigen Variablen-
aufteilung {X,Y} die minimale Anzahl von Zelegungsfunktionen kleiner oder
gleich 3k + 2 ist. O
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Will man zu einer gegebenen partiellen Funktion f und einer Variablenaufteilung
{X,Y} eine Belegung der don’t cares finden, so dafl die Anzahl der Zerlegungs-
funktionen, die bei einer Zerlegung hinsichtlich { X, Y} notig sind, minimal wird,
so ist folgendes Niherungsverfahren moglich:

1. Bestimme bei der Zerlegungsmatrix 7 hinsichtlich { X, Y} eine Einteilung
der Zeilen in Kompatibilitatsklassen Ky,..., K. hinsichtlich der Kompati-
bilitatsrelation ~, wobei z minimal ist. (Dies entspricht einer Losung des

Problems ,,Partition into Cliques®.)

2. Gibt es in einer Kompatibilitdtsklasse K; eine Zeile, die in Spalte j eine
1 (bzw. eine 0) hat, so belege bei allen Zeilen aus K; die j. Spalte mit
1 (bzw. 0). (Wegen der Kompatibilitit mufi man nur don’t care Stellen
andern (*).) Gibt es bei den Zeilen aus K; in Spalte j keine 0 bzw. keine 1,
so bleiben die entsprechenden don’t care Stellen (*) erhalten. Man erhilt
so aus 7 eine Matrix 7’

3. Bestimme nun bei 7’ eine FEinteilung der Spalten in Klassen Ty,..., 1T,
kompatibler Spalten, wobei s minimal ist.

4. Belege nun bei allen Spalten aus einer Kompatibilititsklasse I; die don’t

cares so, dafl die Spalten gleich werden. Man erhiilt dadurch aus 7’ eine
Matrix 77.

Die resultierende Matrix hat z verschiedene Zeilen und s verschiedene Spalten.
Fiir die Korrektheit dieser Aussage ist es wesentlich, festzustellen, daf} die Bele-
gung von don’t cares in Schritt 4.) die Kompatibilitit der Zeilen in K; (1 <i < z)
nicht zerstort:

Lemma 4.9 Sind beim obigen Algorithmus 2 Zeilen zy und zo von Matrixz 7
in einer Kompatibilititsklasse K;, so sind auch Zeilen zy und zo von Matriz 7"
kompatibel.

Beweis:

Annahme: Zeilen z; und z5 von Z” sind nicht kompatibel, obwohl z; und 2, in
einer Kompatibilitatsklasse K.

Dann muf} es 0.B.d.A. sy geben, sodall 7 =0und 7!/ =1.

/2’1 S1 /2’281
/

. /
AuBerdem mufy gelten: 77 A9

(Wegen Definition von 7" in 2.) und da Zeilen z; und z3 von 7 kompatibel sind.)

= % und = *.
Sei Spalte sy in Kompatibilititsklasse 7;. Dann mufl es in 7; Spalten so und s3
geben mit 7. = 0und ZL = 1. (s2 # s3, da sonst Zeilen z; und 2z in 7

‘218 /2583

nicht kompatibel.) Es ergibt sich folgendes Bild von 7’:

S1 52 S3
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e Wire ¢ = (), so wiren Spalten sy und s3 nicht kompatibel, also kénnten s
und s3 nicht gleichzeitig in I, enthalten sein.

e Wire ¢ = 1, so wiren Zeilen z; und z3 von 7 nicht kompatibel.

e ¢ = x ist nicht moglich, denn wegen der 0 in z; wire % in Schritt 2.) des
Algorithmus durch 0 ersetzt worden.

Die dargestellte Situation kann also nicht auftreten. Fs ergibt sich ein Wider-
spruch zur Annahme.

a

Das folgende kleine Beispiel zeigt, dafi die Durchfiihrung von Schritt 2.) des
Algorithmus entscheidend dafiir ist, dafi man die Zusicherung von Lemma 4.9
machen kann:

Beispiel 4:

Gegeben ist folgende Zerlegungsmatrix einer Funktion f:{0,1}%~ {0,1}:

xo 0011
x3 0101

0 100
1 *000

Der Algorithmus wiirde zunichst feststellen, dafl die beiden Zeilen der Zerle-
gungsmatrix kompatibel sind. Wird dann Schritt 2.) ausgelassen, so kann man
eine Partition der Spalten in 2 Mengen paarweise kompatibler Spalten finden.
Angenommen Schritt 3.) fafit z.B. die ersten beiden und die letzten beiden Spal-
ten zusammen. Es ergibt sich dann nach Schritt 4.) folgende Matrix Z”, bei der
die beiden Zeilen nicht kompatibel sind:

xo 0011
x3 0101

0 1100
1 0000

Ebenso sieht man an diesem Beispiel, dafl man mit dem Algorithmus, der das
Verfahren fiir einseitige Zerlegungen nacheinander auf die Zeilen und die Spalten
anwendet, nur Ndherungslésungen erhalt:

T 01
Tr2T¥a
00 1%
01 * ()
10 00
11 00

Die Kompatibilititsrelation ~ auf den Zeilenindizes aus {0,1}? hat folgendes
Aussehen:
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@‘@

Fs gibt also verschiedene Moglichkeiten, die Zeilen in 2 Kompatibilitdtsklassen
zu partitionieren:

e Wihlt man {{00,01},{10,11}}, dann erhilt man folgende Matrix 7’

T 01
Tr2T¥a

00 10

10

10 00

11 00

und man erhilt 2 verschiedene Spalten.

e Wihlt man jedoch {{00},{01,10,11}}, dann erhdlt man folgende Matrix

ZI
T 01
Tr2T¥a
00 1%
00
10 00
11 00

und die beiden Spalten sind kompatibel.

4.4 Funktionen mit mehreren Ausgingen

Wie in Kapitel 2 schon angedeutet, beruht die Effizienz guter Realisierungen
boolescher Funktionen hiufig gerade auf der Tatsache, dafl gleiche Teilschaltun-
gen ,mehrfach verwendet® werden. Bei Funktionen mit mehreren Ausgingen
werden die einzelnen Ausgangsfunktionen nicht getrennt realisiert, sondern Fr-
gebnisse, die von Teilschaltungen der Realisierung einer Ausgangsfunktion be-
rechnet werden, werden bei der Realisierung anderer Ausgangsfunktionen mit
Vorteil verwendet.

In diesem Abschnitt soll eine Moglichkeit entwickelt werden, auch im Zusam-
menhang mit Zerlegungen boolescher Funktionen gleiche Teilschaltungen bei
der Realisierung mehrerer Ausgangsfunktionen zu benutzen. Dazu werden Zer-
legungsfunktionen berechnet, die gleichzeitig bei der Zerlegung mehrerer Aus-
gangsfunktionen verwendet werden kénnen (vgl. Abbildung 4.6). Es werden also
im Gegensatz zu anderen Losungen (7.B. [HOI89]) nicht Teilfunktionen mitein-
ander verglichen in der Hoffnung, daf einige dieser Teilfunktionen zufillig gleich
sind, sondern es wird darauf hingearbeitet, gleiche Teilfunktionen zu erhalten.
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Abbildung 4.6: Zerlegung von Funktionen mit mehreren Ausgingen

Dieses Vorgehen ist nicht nur bei der Bearbeitung von booleschen Funktionen mit
mehreren Ausgingen von Bedeutung. Auch wenn eine Funktion urspriinglich nur
einen Ausgang hat, so treten bei der rekursiven Anwendung des Zerlegungsver-
fahrens auf ihre Zerlegungsfunktionen im allgemeinen Funktionen mit mehreren
Ausgingen auf.

Das vorgeschlagene Verfahren, bei der Zerlegung der Ausgangsfunktionen fi,

..y fm einer Funktion f € B, ., nach gemeinsamen Zerlegungsfunktionen zu
suchen, ist nur dann anwendbar, wenn die Zerlegung der Ausgangsfunktionen
hinsichtlich der gleichen Variablenaufteilung erfolgt. Es ist jedoch nicht vorteil-
haft, diese Forderung in jedem Fall aufrechtzuerhalten. Es kann vorkommen, daf}
die Anzahl der Zerlegungsfunktionen, die bei einer bestimmten Variablenauftei-
lung notwendig sind, fiir eine der Ausgangsfunktionen minimal ist, fiir andere
Ausgangsfunktionen aber sehr weit vom Minimum entfernt liegt. Daher werden
die Funktionen fy,..., f, durch eine Heuristik in Gruppen eingeteilt, wobei alle
Funktionen aus einer dieser Gruppen hinsichtlich der gleichen Variablenauftei-
lung zerlegt werden. Die Gruppen werden gerade so gewihlt, dafl die Anzahl der
Zerlegungsfunktionen, die bei Zerlegung hinsichtlich dieser Variablenaufteilung
notwendig sind, fiir keine Funktion aus der Gruppe allzu stark vom Minimum
abweicht.
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4.4.1 Fine Heuristik zur Wahl einer geeigneten Variablenauftei-
lung

Die Heuristik, die in diesem Abschnitt angegeben wird, bestimmt zu gegebe-
nen Funktionen fy,..., f, € B, eine Einteilung der Funktionen in verschiedene
Gruppen und zu jeder dieser Gruppen eine Variablenaufteilung in zwei disjunk-
te Variablenmengen X und Y, wobei | X| vorgegeben ist (z.B. | X| = [n/2]). In
dem angegebenen Verfahren sind noch Parameter offen, durch deren Wahl die
Wirkungsweise der Heuristik beeinfluf}t werden kann.

Eingabe: e Eine Menge F' = {fi,..., fn} von Funktionen aus B,,.

e Fine natiirliche Zahl p mit 2 < p < n—2. Es sollen Variablenaufteilun-
gen* {X.Y} der n Fingangsvariablen berechnet werden mit |X| = p.

Ausgabe: Fine Finteilung der Funktionen in F' in Gruppen Gy,...,G,; mit
Ui<icgGi = F und G, NG = 0 fiiv @ # j. 7u jeder Gruppe G; gehort
eine i/a,ria,b]ena,ufteﬂung A;. (Die Funktionen aus (7; sollen hinsichtlich A;
zerlegt werden.)

Algorithmus:

1. g=10

2. Fiir alle Variablenaufteilungen A = {X, Y} mit | X| = p:

Fiir alle f; € F:
Berechne zf;(A), die minimale Anzahl von Zerlegungsfunk-

tionen bei einer Zerlegung von f; hinsichtlich Variablenauf-
teilung A

3. Fiir jede Funktion f; € F
Bestimme die Variablenaufteilung A, fiir die zf;(A) minimal

ist. Setze fiir dieses A zfmin; = zf;(A).

4. Falls es Funktionen f; in F gibt, so daBl zfmin; = n:
Dann sind diese Funktionen hinsichtlich der betrachteten Va-

riablenaufteilungen nicht nichttrivial zerlegbar.
g=9+1

Fiir jede Funktion f; € F mit zfmin; = n:
Gh =G U{f}

F=F\{fi}

Fiir die Funktionen in Gy wird dann eine Shannon 7Zerlegung
durchgefiihrt.

5. Fiir alle Variablenaufteilungen A = {X, Y} mit | X| = p:
Fiir alle f; € F:

*Hier werden zweiseitige Zerlegungen betrachtet. Analog 1aBt sich anch ein Algorithmus fiir
einseitige Zerlegungen angeben.
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Berechne abweich;,(A) = zf;(A) — zfmin;, die Abweichung
der Anzahl von Zerlegungsfunktionen, die bei Zerlegung von
fi hinsichtlich der Variablenaufteilung A bhendtigt werden,
von der minimalen Anzahl der Zerlegungsfunktionen.

6. Bestimme die Variablenaufteilung A™, fiir die

ab?newh?1 (A™)

abwewh L(A™) )

minimal ist, wobei F'={f; ..., fi,}.
T.g=9g+1

A, = A"

Fur alle f; € F, fiir die gilt

z2fi(A*) — zfmin; < parameter - (n — zfmin;):

Gy =G ULSi}
F=F\{fi}

(parameter ist frei wahlbar mit 0 < parameter < 1.)
(Gilt dies fiir keine Funktion f; € F:
Wihle f; € F, so daB abweich; = zf;(A*) — z fmin; minimal.
Gy =G, U{f;}
F=F\{fi} )

8. Falls I # (), wiederhole die Schritte ab 6., um fiir die noch verblei-
benden Funktionen Gruppen mit gemeinsamer Variablenaufteilung zu

finden.

FEs folgen einige Erklarungen zum Algorithmus:

zu 4.: Nicht alle Funktionen miissen nichttrivial zerlegbar sein mit der gewiinsch-

71 6.:

ten Aufteilung der Variablen. Fiir die Funktionen, die nicht auf diese Weise
nichttrivial zerlegbar sind, wird eine ,ungleichmifigere® Variablenauftei-
lung gewihlt (hier die Shannon Zerlegung). Die Shannon Zerlegung exi-
stiert zu jeder Funktion. Wie in Abschnitt 4.1.2 gezeigt wurde, ist es
moglich, dal auf der ndchsten Rekursionsstufe die Zerlegungsfunktionen
wieder eine nichttriviale Zerlegung hinsichtlich einer gewiinschten Varia-
blenaufteilung (7.B. einer gleichméchtigen Variablenaufteilung) besitzen.
Man kann bei der Shannon Zerlegung die Wahl der Zerlegungsvariablen
x; beispielsweise von Zerlegungseigenschaften der Kofaktoren f|,. und f|z
(d.h. der Zerlegungsfunktionen) abhingig machen.

Betrachtet werden Variablenaufteilingen A und dazu Vektoren, die fiir
die noch zu behandelnden Funktionen gebildet sind aus den Abweichungen
der Zerlegungsfunktionsanzahl bei Variablenaufteilung A von der minima-
len Anzahl der Zerlegungsfunktionen (abweich; (A) = 2f; (A) — 2z fmin; ).
Ausgewidhlt wird die Variablenaufteilung A*, ﬁ]r die dle I Norm dleqeq
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Vektors der Abweichungen minimal ist. Ein entscheidender Faktor ist die
Wahl von [: Wahlt man als Norm die 1 Norm (Summennorm), so wird die
Variablenaufteilung A* ausgewihlt, fiir die die Summe der Abweichungen
minimal ist. (Entscheidend ist die Summe der Abweichungen. Es kénnen
starke Abweichungen bei einzelnen Funktionen in Kauf genommen werden,
wenn nur die Summe der Abweichungen klein ist.) Wihlt man das andere
Extrem, die oo Norm (Maximumnorm), so wird die Variablenaufteilung
ausgewahlt, fiir die die grofite aller Abweichungen minimal ist. (Entschei-
dend ist das Maximum aller Abweichungen. Es kann in Kauf genommen
werden, dafl die Summe der Abweichungen relativ grof} ist, wenn nur die
Abweichung bei keiner der Funktionen allzu grof} ist.)

7u 7.: Nicht alle noch zu behandelnden Funktionen werden hinsichtlich der ge-
fundenen Variablenaufteilung A zerlegt, da fiir einzelne Funktionen f; die
Abweichung zf;(A*) — zfmin; 7u grof} sein kann. Ob die Abweichung 7u
grof} ist, wird durch Auswertung des Kriteriums

z2fi(A™) — zfmin; < parameter - (n — zfmin;)

entschieden. Wie diese Fntscheidung ausfillt, hidngt von der Wahl von
parameter ab. Ist parameter = 1, so wird fiir alle Funktionen eine Zerle-
gung hinsichtlich A* durchgefiihrt, fiir die diese Zerlegung nichttrivial ist
(zfi(A*) < n). Ist parameter geniigend klein (fast 0), so kann nur noch
fiir solche Funktionen eine Zerlegung hinsichtlich A* durchgefiithrt werden,
fiir die A* eine Variablenaufteilung mit minimaler Anzahl von Zerlegungs-
funktionen ist (zf;( A*) = zfmin;).

7u 8.: Mit den noch verbliebenen Funktionen wird das gleiche Verfahren durch-
gefithrt und eine weitere Gruppe von Funktionen mit einer dazugehorigen
Variablenaufteilung abgespalten. Dies geschieht so lange, bis alle Funk-
tionen in Gruppen eingeteilt sind. Das Frgebnis ist beeinflufit durch die
Wechselwirkung der gewdhlten Parameter [ und parameter.

Ahnlich wie bei Funktionen mit einem Ausgang kann man auch hier die Lauf-
zeit durch den Finsatz von Verfahren der iterativen Verbesserung verkiirzen.
Auch bei der angegebenen Heuristik mufi man nicht unbedingt alle méglichen
Variablenaufteilungen A = {X, Y} mit |X| = p betrachten. Man kann beginnen
mit einer beliebigen Variablenaufteilung { X, Y} und bildet neue Variablenauftei-
lungen, indem man schrittweise Variablenpaare aus X und ¥ austauscht. Ergibt
sich bei der Anzahl der Zerlegungsfunktionen nach Vertauschen zweier Variablen
(oder auch nach mehrmaligem Vertauschen zweier Variablen) fiir keine der Funk-
tionen fy,..., f,, mehr eine Verbesserung, so beendet man das Frzeugen neuer
Variablenaufteilungen. Die Tabelle aller z f;(A), mit der im folgenden gearbeitet
wird, enthidlt dann im allgemeinen nur noch die Anzahlen der Zerlegungsfunk-
tionen fiir einen Teil der moglichen Variablenaufteilungen.

Die Wirkung der angegebenen Heuristik soll anhand eines (kleineren) Beispiels
demonstriert werden:

Beispiel 5:
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Es sei eine Funktion f = (fo, fi) € Baga gegeben. Es gelte V(xg, 21,29, 23) €
{0, 13
Jolzo, 21,29, 03) = 2@ a1 B ag @ sy

filzo, 21, 29,23) = (20 22) - (11 B 23)

Es sollen gleichmichtige Variablenaufteilungen verwendet werden.

Fiir die Anzahlen der Zerlegungsfunktionen gilt:

o Fiir fo: zfo(A) = 2 fiir alle gleichméchtigen Variablenaufteilungen A. (fo
ist totalsymmetrisch!)

o Fiir fi: zfi(A) = 2 fir A = {{xg, 22}, {21,25}}. Fiir alle anderen Varia-
blenaufteilungen A’ ist zfi(A’) grofler.

In Schritt 6. des Algorithmus wird also die Variablenaufteiluing A* = {{xg, 22},
{x1,23}} bestimmt. In Schritt 7. werden fo und fi in die gleiche Gruppe einge-
ordnet, da bei beiden Funktionen die Abweichung der Zerlegungsfunktionszahl

bei Zerlegung hinsichtlich A* vom Minimum der Zerlegungsfunktionsanzahlen
gleich 0 ist.

Die Zerlegungsmatrizen von fy und f; hinsichtlich A* sehen folgendermaflen aus:

Jo: S
x| 00711 x| 0011
x3 0101 x3| 0101
ToTo ToTo
00 0110 00 0000
01 1001 01 0110
10 1001 10 0110
11 0110 11 0000

Man erkennt anhand der Zerlegungsmatrizen, dafl als Zerlegungsfunktionen auf
den Variablen g und x5 sowohl bei fy als auch bei f; lediglich

(w0, 12) = 2o @ 29 baw. o (20, 22) = 79 D 72

in Frage kommen. Ebenso kommen als Zerlegungsfunktionen auf den Variablen
x1 und z3 lediglich

Bi(a1,23) = 21 @ a3 baw. B (21, 23) = 27 & 23
in Frage.

Wahlt man die Zerlegungsfunktionen so aus, daf} fiir fy und f; Zerlegungsfunk-
tionen gemeinsam verwendet werden konnen (z.B. bei Wahl von ay und 3y sowohl

fiir fo als auch fiir fi), so ergibt sich folgende Realisierung unter Ausnutzung
der Zerlegung®:

®Niaheres zur Wahl von gemeinsamen Zerlegungsfunktionen fiir den allgemeinen Fall findet
man im nichsten Abschnitt.
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o T [ xra3

o fi

4.4.2 Bestimmung gemeinsamer Zerlegungsfunktionen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie man Zerlegungsfunktionen be-
rechnen kann, die bei der Zerlegung mehrerer Ausgangsfunktionen gemeinsam
verwendet werden kénnen. Zunichst wird ein Kriterium angegeben, das sich
aus einem entsprechenden Kriterium fiir Funktionen mit einem Ausgang (siehe
Lemma 4.6) ergibt:

Lemma 4.10 Seien fi...., fn € B,. Seien die Fingangsvariablen von fi, ..., fn
T1yeeaspy Y1y- -y Yq und sei fir 1 <i<m r; = [log(vz(X, f;))]. Dann kénnen
aq,...,0p genau dann alle als Zerlequngsfunktionen in einseitigen Zerlequngen
von f1,..., fm hinsichtlich X verwendet werden, d.h. es gibt genau dann einsei-
tige Zerleqgungen von fi, ..., [, hinsichtlich X der Form

filx,y) = g(1)(a1(x),...,ah,(x)7(1§721(x),...,ag)(x)jy)
fu(xy) = g on(x), - an(x), 0l (%), el (x), ),

wenn fir alle 1 <1 < m gilt:

vz(X, fi,a) < ori=h,

(v =(ar,...,a3).)

Bei der Suche nach Zerlegungsfunktionen tritt hdufig die Situation auf, daf fiir
die Zerlegung von Funktionen fi,.... f,, ein Teil der Zerlegungsfunktionen schon
bestimmt ist und man moglichst viele der restlichen Zerlegungsfunktionen fiir
fiy--o. [ gemeinsam wiahlen will. In diesem Zusammenhang ist die Aussage
von Lemma 4.11 von Bedeutung, das eine einfache Folgerung aus Lemma 4.10
darstellt. Tn TLemma 4.11 wird dhnlich wie in Abschnitt 4.1.4 von der Aquiva-
lenzklasseneinteilung Gebrauch gemacht, die durch die Gleichheit auf den Zeilen
einer Zerlegungsmatrix induziert wird. Vorher wird noch eine Bezeichnung ver-

einbart:

Bezeichnung 15 Sei eine Funktion f; € B, mit den Fingangsvariablen x4, ...,
Tpy Y1y - - -5 Yg gegeben. Sei 7; die Zerleqgungsmatriz von f; hinsichtlich X = {z4,
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..y &, ). Sei weiterhin die durch die Gleichheit von Zerlegungsmatrizzeilen auf

{0,1}? induzierte Aquivalenzklasseneinteilung {1(1(7:) LKW }. Seien

2" ? 712()(,][,;)

() ()

K]
R S TN T~ B.

Fiir a € {0, 1Y% aus dem Bild von o) und o’ € {0,1}" aus dem Bild von a sei
X' C 0,1} die Menge der Urbilder von (a,a’) bzgl. (o), ).

7
aa

Dann wird mit §' ?, folgende Menge bezeichnet:

9,57,1)/ ={1<j<wz(X,fi)| Rr;v?) A xoaa 0

Betrachtet man alle bindren Zeilenindizes = € {0, 1} von 7Z;, fiir die(a(), a)(z)

= (aa’) ist und dazu alle Aquivalenzklassen (hinsichtlich Zeilengleichheit) K";j)?

el K';j), in die diese bindren Zeilenindizes fallen, so umfaft 9‘(570),

Indizes ji,..., 5. ( 9(570),| gibt also die Anzahl der wverschiedenen Zeilen von 7;
an, auf deren Tndizes (a(), a) den Wert (aa’) liefert.)

gerade die

Mit der angegebenen Bezeichnung ergibt sich dann Lemma 4.11:

Lemma 4.11 Seien fi,..., f,, Funktionen aus B, mit den Fingangsvariablen
ThyeesTpy Ytyeo-nYq. Fiir 1 <2 < m sei 7; die Zerlegungsmatriz von f; hin-

sichtlich X = {ax+,...,2,} und r; = [log(vz(X, fi))].

Fiir alle 1 <1 < m seien Zerlequngsfunktionen

agi)j .. .7(15:) € B,

7
vorgegeben. Dann sind unter diesen Voraussetzungen

o, .. an €8

genau dann gemeinsame Zerleqgungsfunktionen von fi, ..., f,., d.h. es gibt genau
dann einseitige Zerleqgungen von fi, ..., f,. hinsichtlich X der Form

g(”(ag”(x)7 .. .,(15;1)()()7 ar(x), ..., ap(x), (12)4_,7’4_1 (X)y..us ag)(x)jy)

g(m)(agm)(x), .. .,(15:')()(), ar(x), ..., ap(x), (yxnth (x),.. .,(y(m)(x)7 v),

wenn fir alle 1 <1 < m gilt:

Ist a € {0,1}% aus dem Bild von o) = (agi), .. 70277)) und a' € {0,1}" aus dem
Bild von o = (ay,...,a3), so gilt:

S| < gri—hi=h,
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Lemma 4.11 liefert also ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die
Fxistenz gemeinsamer Zerlegungsfunktionen bei der Zerlegung von Funktionen
fis---. fm, bei denen evtl. schon gewisse Zerlegungsfunktionen fest vorgegeben
sind.

Dieses Kriterium wird im Rahmen eines branch and bound Algorithmus ausge-
nutzt, der gemeinsame Zerlegungsfunktionen aq, ..., ay berechnet. Der branch
and bound Algorithmus baut die Funktionstabelle von @ = (e, ..., ay) schritt-
weise auf und testet fiir die schon aufgestellte Teiltabelle, ob das Kriterium aus
TLemma 4.11 evtl. schon verletzt wird. Ist dies nicht der Fall, so wird der Funk-
tionswert der nichsten Zeile der Funktionstabelle festgelegt, ansonsten wird die
Belegung fiir diese Zeile (und, falls fiir diese Zeile schon alle moglichen Funkti-
onswerte getestet wurden, auch fiir vorangehende 7eilen) zuriickgenommen. Im
folgenden wird das Verfahren genauer beschrieben:

Eingabe: e Funktionen fy,.... f, aus B, mit den Eingangsvariablen z,
e Ty Y1y ey Yge

Fiir 1 < ¢ < m: Zerlegungsmatrizen 7; von f; hinsichtlich X =

{z1,...,2,} und r; = [log(vz( X, f;))].
Fiir 1 < 7 < m: Sei {7(1(7:)7..., I\’q(}i)(x f')} die durch Zeilengleichheit
in Z; auf {0,1}7 induzierte Aquivalenzklasseneinteilung. Sei znr; eine
()

7

Funktion, die jedem 2 aus einer Aquivalenzklasse K den Index j

zuordnet.

Fiir 1 < ¢ < m: Zerlegungsfunktionen agi) ...,ag) € B,.

Natiirliche Zahl A mit h < r; — k; fiir alle 1 < ¢ < m. (h gibt die

Anzahl gemeinsamer Zerlegungsfunktionen an, nach denen gesucht

wird.)

Ausgabe: o ay,...,ap € B, s0daf es einseitige Zerlegungen von fi, ..., f,,
hinsichtlich X gibt der Form

’f1(m1,...7mp,y1,...7yq) =
’(](1)((1?)()()7 cen, (121)()(), o (x), ... op(x),

a;:)-l-h—H (X)7 - .7(15,:)()()7 Yy-nns yq)

fm,(m17---7'777)7,?/17---7,?/(;) =
g™ (x), ol (%), a0(x), (),

a;::—h,+1 (X)7 .. '7(1&,:’)()()7 Y1g-nny yq)v

falls es iiberhaupt A Funktionen aus B, mit dieser Figenschaft gibt.

e Sonst: Fine Meldung dafl es keine & Funktionen aus B, mit der an-
gegebenen Eigenschaft gibt.
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Algorithmus:

1. Seien fiir alle 1 < i < m, a € {0,1}%, o’ € {0,1}" die Mengen 5t

aa’

leer.
a(€) sei undefiniert Ve € {0, 1}".

2. Setze «(0,...,0)=(0,...,0).
~ .ocld) _ ¢ , «
V1 <i<m: 7,5‘“71)(0 ..... 0)(0,..0) = Sa(i)(o,...,o)(o,...,o) U {znr(0,...,0)}
3. x=1
fktwert = (0,...,0)
4. a(bing(z)) = fktwert

ifv1<i<m
|S((;()i)(bmp(m)),fkfwm“f U {2777‘7(b777p(7‘))}| < ori—ki—h then
: .ocld) _ ¢l
Vi <1< me ”S(y("')(binp(m))fktweﬁ o S(y("')(binp(m))fktweﬁu
[ (biny (7))
r=ux-+1

fktwert = (0,...,0)

else
while a(bin,(z)) = (1,...,1) do
a(bin,(z)) = undefiniert
r=ux—1 )
vi<i<m: ”Say?)wnp(m)>a<bmp<m>> =
S0 ing (o (ping () L 1277 (BI (7))}

od
fhtwert = bing,(int(a(bing(z)))+ 1)
a(bin,(z)) = undefiniert

fi

5. Wenn 2 = 27, d.h. wenn die Funktionstabelle von « fiir alle 22 € {0, 1}
aufgestellt worden ist, dann:
Gebe a als Ergebnis aus.
Wenn 2z = 0, d.h. wenn man am Ausgangspunkt angekommen ist,
ohne eine geeignete Funktion « zu finden, dann:
Gebe aus, dafBl es kein solches a gibt.
Sonst:
Weiter mit Schritt 4.

Anmerkung:

Die Operationen ,,U “ und ,\“ in den Schritten 2. und 4. wurden der Einfachheit
halber bewufit etwas ungenau angegeben. Wird ein Fintrag an der Stelle 2 in der
Funktionstabelle von a wieder geldscht, so miissen fiir alle 1 <7 < m die Men-
korrigiert werden. Allerdings darf der Aquivalenzklassenindex

)
(y(’)(m)(y(m)

(@)
8N S () ()

znri(x) nur dann aus S entfernt werden, wenn es keine vorangehende
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Stelle 2’ in der Funktionstabelle gibt mit ol (') = a()(2), a(z’) = a(z) und

znri(x) = znri(2'), so daB also znr;(2) wegen dieser Stelle in S((j()i) blei-

(w)ar(x)
ben mufl. Der Index znr;(2) darf erst dann endgiiltig aus der Menge S‘((;'()i)(m)(y(m)
entfernt werden, wenn er genauso oft .entfernt“ wurde, wie er ,,hinzuvereinigt®
wurde. Fiir die Implementierung bietet es sich an, die Mengen 5", nicht als
Bitvektoren, sondern als Vektoren ganzer Zahlen zu reprisentieren. Jedes Mal,
wenn ein Index znr;(x) zu einer Menge hinzugefiigt wird, wird die entsprechende
Stelle des Vektors um 1 erhéht, beim Wegnehmen um 1 vermindert. Fin Index

()

aa’

gilt erst dann nicht in 5", vorhanden, wenn an der entsprechenden Stelle des

Vektors 0 steht.

Finige Punkte des Algorithmus sollen noch kurz erldutert werden:

zu 2.: Der Funktionswert fiir @ an der Stelle (0,...,0) wird auf (0,...,0) fest-
gelegt. Falls es eine Funktion a gibt mit den gewiinschten Eigenschaften,
so gibt es auch eine mit «(0,...,0) = (0,...,0). (Denn gibt es allgemein
eine Zerlegung mit den Zerlegungsfunktionen o}, ..., !

FTINN

, .
o, so gibt es
auch eine mit den Zerlegungsfunktionen o}, ... ok, ... al.)

7u 4.0 Die Funktionstabelle zu a wird schrittweise aufgebaut. Wird die Bedin-
gung von Lemma 4.11 schon von dem aktuellen Anfangsstiick der Funkti-
onstabelle verletzt, so werden alle Fortsetzungen dieser Tabelle die Bedin-
gung verletzen. Also muf} ,in einen anderen Ast des branch and bound
Verfahrens verzweigt werden®. Wird die Bedingung durch das Anfangsstiick
der Funktionstabelle nicht verletzt, so versucht man, dieses Anfangsstiick
fortzusetzen zu einer vollstindigen Funktionstabelle von a.
7u Beginn von Schritt 4. ist ein Anfangsstiick der Funktionstabelle von o
schon aufgebaut: Die Funktionswerte a(0,...,0) bis a(biny(z — 1)) sind
festgelegt und das aktuelle Anfangsstiick der Funktionstabelle verletzt die
Bedingung aus Lemma 4.11 noch nicht. Falls int( fktwert) > 0, so wurde
vorher bereits erfolgslos versucht, a(bin,(2)) mit den Funktionswerten zu
belegen, die kleiner als int( fktwert) sind.
Zunichst wird getestet, ob bei einer Belegung a(bin,(2)) = fktwert die
Bedingung aus Lemma 4.11 schon verletzt wird. Ist dies nicht der Fall,
so wird bleibt diese Belegung bestehen, fiir den nichsten Durchlauf von
Schritt 4. wird 2 um 1 erhoht und fktwert auf (0,...,0) zuriickgesetzt.
Wird die Bedingung verletzt, so wird fktwert (= a(bin,(z))) um 1 erhoht,
der Funktionswert von a(bin,(2)) wird wieder auf ,undefiniert gesetzt
und im nachsten Durchlauf von Schritt 4. wird eine Belegung von a(bin,(z))
mit dem neuen fktwert versucht. Tritt allerdings der Fall auf, daf} fktwert
(= a(biny(x))) schon gleich (1,...,1) ist, so wird die niachstkleinere Stelle
2’ in der Funktionstabelle von a gesucht, fiir die a(bin,(2’)) noch nicht

gleich (1,...,1) ist. Fiir 2’ und alle gréfieren schon belegten Stellen 2 der

Funktionstabelle wird die Belegung riickgingig gemacht (einschlieilich ei-

() .
ner Korrektur der Mengen S(y(i)(bmp(m))a(bmp(m)))‘ Nach Abarbeitung der
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while Schleife ist « fiir den nichsten Durchlauf von Schritt 4. auf dieses
7’ gesetzt. Damit im nichsten Durchlauf von Schritt 4. eine Belegung von
a(bin,(z)) mit dem um 1 erhéhten Wert versucht wird, wird fktwert noch

entsprechend belegt.

Aus Laufzeitgriinden berechnet das branch and bound Verfahren nur einen er-
folgreichen Ast, d.h. nur ein A Tupel von Zerlegungsfunktionen, die das gestellte
Problem 16sen.

Obwohl hiufig nur kleine Teile des ,branch and bound Baumes* durchlaufen
werden (nicht erfolgreiche Aste werden schon friih gekappt), ist die worst case
Laufzeit des Verfahrens exponentiell. Dies ist auch nicht verwunderlich, denn
der Algorithmus 16st ein N P hartes Problem.

Folgendes Problem ist N P hart:

Problem der gemeinsamen Zerlegungsfunktionen (GZF)

Gegeben.: Funktionen fi,....f, € B, mit den Eingangsva-
riablen 2y,...,2,, ¥1,...,y, und eine Variablenteilmenge X =
{z1,...,2,}. Die Anzahl der Zerlegungsfunktionen, die bei Zerle-
gung von f; hinsichtlich X bendétigt werden, betrage fiir 1 <7 <m

r; = [log(vz( X, fi)].
Fine natiirliche Zahl h mit h < r; fiir alle 1 <1 < m.

Gesucht.: Gibt es Funktionen ay,...,a; € By, die alle als Zer-
legungsfunktionen in einseitigen Zerlegungen von fy,..., f, hin-
sichtlich X verwendet werden kénnen, d.h. gibt es einseitige Zer-
legungen von fi...., f, hinsichtlich X der Form

.f1(9717---797p7?/17---7?/q):

o))

’+1(x)7___7a£1)(x),y)

fm,(m17--'7mp7y17"'7yq) =
g(m)(m (%), ..., ap(x), agfj_: (X)y..us agﬂ:f)(x), v),
Fs gilt:
Satz 4.8 Das Problem GZF ist NP hart.

Satz 4.8 wird bewiesen durch Angabe einer Polynomzeittransformation vom

N P vollstindigen Problem 3 PARTITION nach GZ7F.
Das Problem 3 PARTITION lautet (siehe [GJ79] oder [Meh84b]):
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Problem 3—-PARTITION (3P)

Gegeben: Gewichte aq,...,as, € ZT, eine Grenze B € Z1, so daB
B/4 < a; < B/2Viund Y37 a; = n - B.

Glesucht: Gibt es eine Partition Sq,...,5, von {1,....3n}, so daB

Satz 4.9 Das Problem 3—PARTITION ist N P wollstindig im strengen Sinne,
d.h es ist auch N P wollstindig, wenn die Zahlen der Fingabe undr kodiert sind.

Beweis:
Beweis durch Transformation von 3DM, siehe [GJ79], S. 96fT.

Die Polynomzeittransformation zum Beweis, dafi GZF N P hart ist, erfolgt in 2
Stufen. Zunichst wird gezeigt, daf ein Problem 2/ PARTITION N P vollstindig
ist, das folgendermaflen definiert ist:

Problem 2-PARTITION

Gegeben: Ganze Zahlen ¢y, ..., c; € Z1, eine Grenze B’ = 2" mit
b € N und eine Zahl M = 2! mit | € N, so daB Zfﬂ c; = M-B =
(k> M).

Glesucht: Gibt es eine Partition Ty, ..., Tar von {1,...,k}, so daB

Satz 4.10 Das Problem 2'-PARTITION ist N P vollstindig im strengen Sin-

ne, d.h. es ist auch N P wvollstindig, wenn die Zahlen der Fingabe undr kodiert
sind.

Beweis:
Hier wird nur bewiesen, daB 2/ PARTITION N P hart ist. Der Beweis erfolgt
durch Polynomzeittransformation von 3 PARTITION nach 2/ PARTTTTON.

Sei eine Instanz von 3 PARTITION gegeben durch aq,...,as,, B.
Dazu wird (in Polynomzeit) eine Instanz von 2/ PARTITION berechnet mit

B = 2MeBl+2 (41, b= [log B] + 2)

E = 3n 4 2fesn]

i = a; V1<i<3n

ci = B - B=20%F1"2 p ygn <i<dan
c: = B Yin < i< 3n4 2Mlsnl

M 2losrl (d.h. 1= [logn])
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Fs gilt dann:

k 3n, An, 3n+2Mes nl
> e ai+ > (B-B)+ > H
=1 =1 1=3n+1 i=4n+1
= n-B+4n-(B —B)+ (2"l _pn). B
2|—logn-| i BI
= M-FB

Auflerdem gilt k& > M.

7 zeigen ist:
3 Partition Sy,..., 5, von {1,....3n},sodaB 3" . g a; = BVI <i<n

=

3 Partition Ty,....Tay von {1,...,k},sodaB > cpc; = B'VI<i < M

Vorauss.: 3 Partition Sy,..., 5, von {1,...,3n}, so daB >~ . 5 a; = B
V1 <2 <n.
Konstruiere Ty, ..., Ty wie folgt:

Fir1<i<n:T; =5 U{3n+1}

Fiir n < i < 2087l .1 = {35 4 3}

Da S4,...,5, eine Partition von {1,...,3n}, folgt, daBl Ty,..., Ty eine
Partition von {1,... k} ist.

Noch 7. 7.: 37 cq ¢ = B fir 1 <1< M.

1. Fall: 1 <7< mn:

=Y citeagi=» a;+(B -B)=B+B -B=F5
JET; JES; jes;

2. Fall: n< i< 2flogn],

!
Y ¢ =caei=B

J€T;

77<:ﬁﬁ:

Vorauss.: 3 Partition Ty,..., Ty von {1,....k}, so dafi >
Vi<i:< M

Dann gilt:

P 7
jer; €5 = B
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o Es gibt 20871 — 5 Mengen T; mit T; = {3n + j}, wobei j € {n +
1,...,2““’3577’]}7 da ¢z, = B und ¢; > 0V1 <i <k
Seien 0.B.d.A. T, = {3n + i} firn+ 1 <i< 2[logn]

e Fiir die restlichen T; mit 1 < ¢ < n gilt:
Es gibt kein T; mit {iy,i2} C T; und 3n < 41,15 < 4n, denn sonst gilt:

¢, +c, = (B —B)+ (B —B)
B + (B —2B)
BI—I—(QHOgB-'_HfQB)
B 4 (4-2MlsBl _op)
B + (4B —2B)

= B +2B

> B, da B>0.

v

= V1 <7 < ngilt: T; enthilt hochstens ein 44 mit 3n < iy < 4n.
Da aber alle 4y mit 3n < iy < 4n in einer der Mengen T; (1 < i < n)
enthalten sein miissen, gilt V1 <7 < mn:

Ty enthalt genau ein 17 mit 3n < i3 < 4n.

Gelte o BdAdA:3n+1eT;, V1i<i<n

Wahle nun:
S, =Ti\{3n+1} VI<i<n

== Sig{1,...,3n}

S1,....9, bilden eine Partition von {1,...,3n}.
Fiir 1 <o < n gilt:

Z(l]‘:ZC]‘:Z(Ej*(jgn_l_?j:Blf(BlfB):B.

JES; JES; JET;

Nachdem nun gezeigt ist, daf 2/ PARTITION NP hart ist (auch bei unirer
Kodierung der vorkommenden Zahlen), kann Satz 4.8 bewiesen werden:

Beweis:

Beweis durch Polynomtransformation von 2! Partition nach GZF:

Sei eine Instanz von 28 Partition gegeben durch ¢y, ..., c; € ZT, B’ =20, M = 2!
mit S5 e = M- B =20 ks M.

Alle Zahlen sind unar kodiert!

Daraus wird nun in Polynomzeit eine Instanz des Problems GZF berechnet:

Fs werden Funktionen f; und f; € B, berechnet mit den Fingangsvariablen
ThyeesTpy Y1o---sYp, P = I+ b+ 1. Die Funktionen werden durch ihre Zerle-
gungsmatrizen 7y und 73 hinsichtlich der Variablenteilmenge X = {a4,...,2,}
definiert. Die Zerlegungsmatrizen sind quadratisch mit 2/4%+1 Zeilen und 2/+b+1
Spalten.
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Zur Konstruktion der Zerlegungsmatrizen:

Die Matrizen werden aus k Blocken konstruiert, entsprechend den k Gewich-
ten ¢1,...,cg. (Die Blocke werden gerade so konstruiert, dafi gemeinsame Zer-
legungsfunktionen von f; und f; den Zeilen der einzelnen Blocke den gleichen
Funktionswert zuordnen miissen.)

Bei der Definition von 7y und 75 wird folgende Kurzschreibweise benutzt: un(7)

ist definiert als

1...1 0...0
— —

i Mal  2t+b+1; Mal
Also steht un(i) fiir eine Zerlegungsmatrixzeile, die mit ¢ Einsen beginnt, und

dann nur noch Nullen enthilt.
Aufbau von Block Nr. i:

1. Fall: ¢; =1
Block 7 besteht sowohl fiir 7y als auch fiir 75 aus zwei gleichen Zeilen:
Fiir 74: un(z;g ) Fiir Z,: 11,n(2"%21 ;)
un(zz’l; ;) “77/(2,7};11 <)
2. Fall: ¢, > 1
Block 7 besteht fiir 77 und 75 aus 2¢; Zeilen:
Fiir 74: un(z;g ) Fiir Z,: 11,n(Z"%j1 ;)
un(3) ) un(h e +1)
un(Z}; c;+1) 7‘"/(2};11 ¢+ 1)
un(32525 ¢ +1) un(32525 ¢+ 2)

un(z;g cit(e;—2)) un(z;; ci+(e;—1))
un(z;g cit(ci—1)) “77/(2,7};11 S (i =1))
?1,77/(2'77;11 cit+(ei—1)) “77/(2,7};11 i)

Die beiden Zerlegungsmatrizen haben 225;1 c; = 2M B’ = 2% Zailen und
2M B’ Spalten und sind in polynomieller 7eit berechenbar.

Da Zeilen aus verschiedenen Blocken verschieden sind und bei den Zeilen eines
Blockes immer je 2 Zeilen paarweise gleich sind, betrigt die Anzahl verschiede-
ner 7eilen 15(2“'}’4'1) = ol+h,

= Die minimale Anzahl der Zerlegungsfunktionen bei Zerlegung hinsichtlich X
betrigt sowohl bei fi als auch bei fy [log(vz( X, f1))] = [log(vz( X, f2))] = 1+b.
SchlieBlich wird die natiirliche Zahl h gewdhlt als h = [, d.h. das Problem besteht
darin, ob es Funktionen ay, ..., a; € B, gibt, die alle als gemeinsame Zerlegungs-
funktionen in einseitigen Zerlegungen von f; und fo hinsichtlich X verwendet
werden kdénnen.

7u zeigen ist nun: 3 Partition Ty, ... Tay von {1,... k}, so daB > .o c; = B
Vi<i< M
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dh = | gemeinsame Zerlegungsfunktionen von fy, fs.

Bevor diese Aquivalenz bewiesen wird, wird noch eine Schreibweise definiert:
Die Zerlegungsmatrizen wurden durch k Blocke definiert. {0, 1}" zerfillt in &
disjunkte Mengen blocky, ..., blocky, wenn man definiert:

(z1,...,2,) € block;

=

Die Zeile mit Nummer int(21, ..., z,) fillt in Block 7.

Vorauss.: 3 Partition Ty,..., Ty von {1,....k}, so daB > .. c; = B
Vi<i< M.

FEs werden nun [ gemeinsame Zerlegungsfunktionen aq,...,a; von f; und
fy definiert:

Fiir alle 1 <4 < 2" und alle j € T} setze fiir alle x = (21,...,2,) € block;

a(x) = (a1(x),...,01(x)) = bing(i — 1)

(D.h.Afalls T; = {i1,...,4,}, dann erhalten alle Blocke block; , ...block;,
den Funktionswert bing(i — 1).)

Die Anzahl verschiedener Zeilen anzy;,, ;_1y der Zerlegungsmatrizen, denen
durch a der Funktionswert bin;(i — 1) zugeordnet wird, betrigt (sowohl fiir
7y als auch fiir 7,):

anZpin, (i—1y = Z(Anzah] verschiedener Zeilen in Block j)
J€T;

- Y

J€T;
— pB =9

= v2(X, fi.0) = vz(X, fr,0) = 2".
Nach Lemma 4.10 existieren daher einseitige Zerlegungen von fi und fo
hinsichtlich X der Form
Sl o Tyt ) =
gD (@1(x), .- (x), 0l (%), o () s )
Ja(Tr, ooyt Yp) =
9 (a1 (x), -y n(x), 0l (%), 0l () s 0)
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@,
<

Vorauss.: 3 [ gemeinsame Zerlegungsfunktionen aq,...,a; von fi und fs.

Da 7y und 7y jeweils 2/1° verschiedene Zeilen haben und die Gesamtzahl
der Zerlegungsfunktionen bei der Zerlegung von f; bzw. fy jeweils [+ b be-

Zeilen von 7y bzw. von 7y verschiedene 7erlegungsfunktionswerte zuord-
nen.
= Auch ay,...,a; ordnen den Indizes gleicher Zeilen gleiche Werte 7u.

Beh.1: a(zq,...,2,) = a(2),...,2}) fiv alle (z1,...,2,), (z],...,2]) €
block; (1 <i <k).
Beweis:

aq,...,a; sind gemeinsame Zerlegungsfunktionen von f; und f5.
Zeilen 1 und 2 von Block 7 in 7 sind gleich = «a liefert auf den Indizes
von Zeilen 1 und 2 den gleichen Funktionswert.

Zeilen 2 und 3 von Block 7 in 75 sind gleich = «a liefert auf den Indizes
von Zeilen 2 und 3 den gleichen Funktionswert.

Betrachtet man weiter Zeile 3 und 4 von Block 7 in 7y usw., so erhilt
man die Behauptung.

Beh.2: Sowohl bei fi als auch bei f; ordnet a den Indizes von genau
20 = B’ verschiedenen Zeilen gleiche Funktionswerte zu.
Beweis:

e Nach Lemma 4.10 ist vz(X, fi,a) < 2" und v2(X, fo,a) < 2°.
Fiir jeden Funktionswert von « ist also die Zahl der verschiede-
nen Zeilen, deren Indizes dieser Funktionswert zugeordnet wird,
kleiner oder gleich 2°.

e Es gibt 2! - 2" verschiedene Zeilen der Zerlegungsmatrizen 74
bzw. Z5 und genan 2! verschiedene Funktionswerte von a sind
moglich. Die Anzahl der verschiedenen Zeilen, deren Indizes der
gleiche Funktionswert zugeordnet wird, betrigt also genau 2°.

Aus den Behauptungen 1 und 2 ergibt sich, daf} sich die Blocke der Zerle-
gungsmatrizen in Gruppen einteilen lassen, wobei die Anzahl der verschie-
denen Zeilen in einer solchen Gruppe gerade 2° betrigt.

Definiere nun fiir i = 1,..., 2%

Ti = {j| a(x) = bim(i — 1)¥x € block;}.

T1, ..., Ty bilden eine Partition von {1,...,k} wegen Behauptung 1.
Die Anzahl verschiedener Zeilen, deren Indizes durch o der Funktionswert
bini(i — 1) zugeordnet wird, ergibt sich als

20 = B = Z(Anzah] verschiedener Zeilen in Block j) = Z ;.
J€T; J€T;
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Also gilt fiir die angegebene Partition T4, ..., Ty

Yoej=8

J€T;

und Ty, ..., Tar stellt eine Losung der gegebenen Tnstanz des 2/ PARTI-
TTON Problems dar. O

Aus dem Beweis ergibt sich folgendes Korollar:

Korollar 4.4 Das Problem GZF bleibt NP hart, auch wenn die Anzahl der
gegebenen booleschen Funktionen gleich 2 ist.

Das beschriebene branch and bound Verfahren hat noch 2 Nachteile:

1. Wie schon angesprochen wurde, ist die Laufzeit des Verfahrens im worst
case exponentiell.

2. Ist bei einer Zerlegung einer Funktion f; hinsichtlich X = {zy, ..., 2,}
die Anzahl der verschiedenen Zeilen der Zerlegungsmatrix vz( X, f;) keine
Zweierpotenz, so kénnen die Zerlegungsfunktionen

a0 (r=Toz(X, fi)])

mehr als vz( X, f;) verschiedene Werte annehmen. Fs kann daher Zerle-
gungsfunktionen (ay,...,@,) geben, die verschiedenene Zerlegungsfunkti-
onswerte auf den Indizes gleicher 7eilen liefern. Fs kann vorkommen, daf}
der branch and bound Algorithmus solche Zerlegungsfunktionen berech-
net. Der Nachteil besteht dabei darin, dal dadurch evtl. Symmetriecigen-
schaften der urspriinglichen Funktion verloren gehen. Wenn die Funktion
fi G symmetrisch ist, wobei die Automorphismen aus (G auf den Varia-
blen aus X operieren, so miissen die berechneten Zerlegungsfunktionen
nicht (G symmetrisch sein.

Beispiel:

Ist f; symmetrisch in den Variablen xy und 24, d.h. invariant gegeniiber
Vertauschung von xqy und x5, so miissen alle Zeilen der Zerlegungsma-
trix von f; hinsichtlich X mit Indizes (0,1,€5,...,¢,) und (1,0, €3,...,¢€,)
(€3,...,€6, € {0,1}) gleich sein. Falls die Zerlegungsfunktionen ay,..., o,
nicht auf den Indizes gleicher Zerlegungsmatrixzeilen gleiche Funktions-
werte liefern miissen, so kann fiir ein (e3,...,¢,) € {0,1}P7% gelten:

0(07]7(37"'7(77)#0(1707(37'“7(7?)7

so daB also mindestens eine der Zerlegungsfunktionen a; nicht symmetrisch
in zqy und x4 ist.

Wie in den vorangegangenen Kapiteln dargestellt wurde, sind Symmetrie-
eigenschaften wichtige Figenschaften boolescher Funktionen, durch die sich
Funktionen, die in der Praxis vorkommen, hiufig von zufillig gewadhlten
Funktionen unterscheiden. Daher ist es erstrebenswert, vorhandene Sym-
metrieeigenschaften méglichst zu erhalten.
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Um den genannten Nachteilen zu entgehen, erfolgt hier eine Beschrinkung in
der Wahl der Zerlegungsfunktionen. Fs wird nur noch nach solchen Zerlegungs-
funktionen gesucht, die den Indizes gleicher Zerlegungsmatrixzeilen auch gleiche
Funktionswerte zuordnen. Solche Zerlegungsfunktionen werden im folgenden als
gleichheitserhaltend bezeichnet.

Definition 4.7 (Gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktionen)
Gibt es zu f € B, eine Zerlequng hinsichtlich X ={x1,...,z,} der Form

.f(m17"'7mp7y17"'7yq):g(a1(m17---7'7;7?)7'"7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)7

so heiffen die Zerlegungsfunktionen aq, . . ., a, gleichheitserhaltend, wenn gilt:
Falls fiir alle (y1,...,y,) € {0,1}7

f(mg”v---797591)7?/17---7%):f(mgQ)v---797592)7?/17---7%)7

dann gilt auch fir alle 1 <1 <r:

Aus der Definition von gleichheitserhaltenden Zerlegungsfunktionen ergibt sich
direkt die folgende Aussage:

Lemma 4.12 Fine Funktion f € B, besitze eine Zerlequng hinsichtlich X —=
{21, ...,2,} der Form

f(m17"'7mp7y17"'7yq):9(01('7;17---7mp)7"'7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)

mit gleichheitserhaltenden Zerlequngsfunktionen. Sei G eine Gruppe von Auto-
morphismen, die auf den Variablen aus X operieren und sei f G symmetrisch.
Dann sind auch die Zerlegungsfunktionen oy, ..., o, G symmetrisch.

Beschrankt man sich also auf die Wahl gleichheitserhaltender Zerlegungsfunk-
tionen, so bleiben Symmetrieeigenschaften erhalten.

Betrachtet man dieses eingeschrankte Problem, so erkennt man, dafl man nun
auch bei der Laufzeit Gewinne erzielen kann:

Will man gemeinsame, gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktionen fiir die Zer-
legung von Funktionen fi,..., f,, hinsichtlich X (| X| = p) bestimmen, so kann
man in einer Vorberechnung die Zeilen der zugehorigen Zerlegungsmatrizen in
verschiedene Klassen einteilen, von denen man weif}, dafi alle gemeinsamen,
gleichheitserhaltenden Zerlegungsfunktionen den Indizes dieser Zeilen den glei-
chen Funktionswert zuordnen miissen.

Die Gleichheit auf Zerlegungsmatrixzeilen liefert fiir fy,..., f,, jeweils Aqui-
valenzklasseneinteilungen auf {0, 1}7. Seien diese Aquivalenzklasseneinteilungen
gegeben durch

Po= KR < <o,

U
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Sind durch @ = (aq, ..., ap) gemeinsame, gleichheitserhaltende Zerlegungsfunk-
tionen gegeben, so muB fiir (", 2(3) ¢ {0,1}7 a(m(1)) = a(m(z)) gelten, falls es
ein i € {1,...,m} gibt mit

2+ () ¢ I\’;i) fiir 1 < j <wz(X, fi),
d.h. falls die Zeilen int(2(M) und int(2(*)) der Zerlegungsmatrix einer Funktion
fi gleich sind (« ist gleichheitserhaltend!).

Definiert man

2~ 2® o 31 <i<mmit 2,23 ¢ I\’gi) fiirl <7 <wz(X,f),
so liefert der transitive AbschluB von ,,~“ eine Aquivalenzklasseneinteilung P =
{Fy, ..., Y} auf {0,1}7, wobei fiir alle 200, 2(2) ¢ F (1 <4 < k) gilt: Alle
gleichheitserhaltenden gemeinsamen Zerlegungsfunktionen von fi,.... f,, liefern
anf 20 und 2(?) den gleichen Funktionswert.

Die Bestimmung der Aquivalenzklasseneinteilung P wird an einem Beispiel ver-
deutlicht:

Beispiel 6:

Im vorliegenden Beispiel werden die Zerlegungsmatrizen von zwei Funktionen f
und fy betrachtet. Zeilen mit gleichen Nummern stehen fiir gleiche Zeilen der

Zerlegungsmatrizen.
000 C% 000
001 @ 001
010 12} 010
011 121 011
100 @ 100
101 C@ 101
110 @ 110
111 2] 111

Der Zusammenhang zwischen den einzelnen Zeilen der Zerlegungsmatrizen ist
im Bild durch die Kanten eines Graphen ausgedriickt. Zwei Zeilen einer Zer-
legungsmatrix werden genau dann verbunden, wenn sie gleich sind. Auflerdem
werden bei beiden Zerlegungsmatrizen alle Zeilen mit gleichem Index verbun-
den. Die oben beschriebene Aquivalenzklasseneinteilung erhilt man dann durch
Bestimmung der Zusammenhangskomponenten dieses Graphen. Es gibt genau
zwei Zusammenhangskomponenten, dargestellt durch o und 0. Damit ergibt sich
fiir die Aquivalenzklasseneinteilung:

P = {(000), (001), (100, (101), (110)}, {(010), (011), (111)}}

Sind (ay,...,a;) = a gemeinsame, gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktionen
von fi und fo, so ist mit Angabe des Funktionswertes von a auf (000) auch der
Funktionswert auf (001), (100), (101) und (110) festgelegt.
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Will man fiir die Zerlegung von Funktionen fi, ..., f,, gemeinsame, gleichheitser-
haltende Zerlegungsfunktionen ay, ..., ay durch ein branch and bound Verfah-
ren bestimmen, so kann man die FEingabe fiir das Verfahren durch Vorberechnung
einer solchen Aquivalenzklasseneinteilung im allgemeinen stark verkleinern. Wie
im obigen Beispiel angedeutet, 158t sich die Aquivalenzklasseneinteilung P leicht
in linearer Zeit durch Bestimmung der Zusammenhangskomponenten eines (im-
pliziten) Graphen auf den Zerlegungsmatrixzeilen bestimmen.

Fin modifiziertes branch and bound Verfahren baut die Funktionstabelle fiir
a = (ay,...,ap) nicht Zeile fiir Zeile auf, sondern weist den einzelnen A quiva-
lenzklassen F; aus P Funktionswerte zu. Dadurch wird der Aufwand wesentlich
verringert.

Zur Durchfiithrung des modifizierten branch and bound Verfahrens wird fiir je-
de Funktion f; (1 <i < m) und jede Aquivalenzklasse F; vorberechnet, wieviele
verschiedene 7eilen der Zerlegungsmatrix 7; von f; einen Index aus F; haben.
T)a711 benutzt man die schon oben erwihnte Aqmva]en7k]a<<enem‘relhmg P, =
{I L K -(0) }, die durch die Gleichheit auf Zeilen von 7; induziert wird.

vz( X, fi)
Man berechne‘r Mengen

INRY = (1] K 0 E; # 0.

Betrachtet man alle Zeilen der Zerlegungsmatrix 7; mit Index aus F; (d.h. alle
Zeilen ,aus der j. Zusammenhangskomponente“), so wird jede verschiedene 7Zeile

in 7/\7}?(7') durch eine Nummer reprﬁﬁenﬁer‘r nﬁm]i(’h gerade durch den Index

der zugehsrigen Aquivalenzklasse I\ |7NR | gibt also an, wieviele der Zeilen
von 7;, die einen Index aus F; haben verﬁ(‘hleden sind.

Fiir 1< g1, 72 <k, j1 # Jjo. gilt
ZNRY n ZNRY = g,

da die Zeilen von 7; mit Indizes in F; und die Zeilen mit Indizes in F; ver-
schieden sind. (Denn gleiche Zeilen sind ,in der gleichen Zusammenhangskom-
ponente.)

Das urspriingliche branch and bound Verfahren berechnet bei Vorgabe von Zer-

() ()

legungsfunktionen (a3, ..., az)) = o) fiir jede der Funktionen f; gemeinsame

Zerlegungsfunktionen aq,...,ap und verwaltet dabei Mengen S‘(Sa),. (Betrachtet
man im Verlauf des Verfahrens alle bindren Zeilenindizes = von 7;, fiir die der
Funktionswert von a durch das branch and bound Verfahren bestimmt worden
ist und fiir die ((1(’:)7 a)(2) = (ad’) ist, so umfaBt 9‘5;), gerade die Indizes j1,..., 7

der Aquivalenzklassen (hinsichtlich Zeilengleichheit) K';j)7 el K';j), in die diese
biniaren Zeilenindizes fallen.)
Wird der Funktionswert von « fiir ein weiteres # € {0,1}” 7.B. auf den Wert o’

(@)
(y("’)(m)a’

festgelegt, so wird 9 aktualisiert durch

Sy = S g U L2mi())
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(znr;(x )—]‘mITTEI\())

Legt man nun in dem modifizierten branch and bound Verfahren die Funkti-
onswerte von « fiir alle € F; (E; aus P) beispielsweise auf o’ fest, so erfolgt

die Aktualisierung von S((j()i)(m)a,' durch
g(1)

S oyt = Sty VENES (2 € B)).

(z)a’

(Dabei wird vorausgesetzt, daB anch a(?) gleichheitserhaltend ist, so daB o) (z) =
(1(’7)(@/) fiir alle 2,y € F;.)

Hierbei ergibt sich ein weiterer Vorteil des modifizierten Verfahrens:

Zum Test, ob das bisher konstruierte Teilstiick der Funktionstabelle von « das
Kriterium von Lemma 4.11 evtl. schon verletzt, geniigt die Kenntnis der Mdchtig-
keiten der Mengen S‘( ) Da die Mengen 7NR£ D und 7/\7}?( D fiir J1 # jo disjunkt
sind, handelt es sich bel den Mengenvereinigﬁngen

s, uZNRY

)(#)a
immer um disjunkte Vereinigungen. Wenn man sich also ohnehin nur fiir
((,()) ,| interessiert, geniigt es, die Michtigkeit von 7/\7}?() zur Michtigkeit

von S((y()i) zu addieren. Man kann also die Verwaltung von Mengen 9‘5;), durch

(z)a’

. . i .
die Verwaltung von ganzen Zahlen ersetzen. Bezeichnet man nga)'| noch mit

MS(SZ)” so erhilt man folgenden modifizierten branch and bound Algorithmus:

Eingabe: e Funktionen fy,.... f, aus B, mit den Eingangsvariablen z,
'7'777?7 y17"'7yq'
o Fiir 1 < ¢ < m: Zerlegungsmatrizen 7; von f; hinsichtlich X =
{z1,...,2,} und r; = [log(vz( X, f;))].
e Fiir 1 <i < m: Sei {1(1(7:), ey I\’q(}i)(x f')} die durch Zeilengleichheit in

Z; auf {0,1}? induzierte Aquivalenzklasseneinteilung.

e Eine Aquivalenzklasseneinteilung P = {Fy,..., F;} anf {0,1}", wie
oben definiert. (,Zusammenhangskomponenten®)

° Fiir]<i<m1md alle F; € P:
7/\7}? —{l| I\ ﬂF + 0}
M7NR |7NR”|

o Fiir 1 < ¢ < m: Gleichheitserhaltende 7erlegungsfunktionen agi)j

,ag;) € B,
e Natiirliche Zahl h mit h < r; — k; fiir alle 1 < 7 < m. (h gibt die

Anzahl gemeinsamer gleichheitserhaltender Zerlegungsfunktionen an,
nach denen gesucht wird.)
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Ausgabe: o ay,...,ap € B, sodafl es einseitige Zerlegungen von fi,..., f,,
hinsichtlich X gibt der Form

’f1(m1,...7mp,y1,...7yq) =
g(”(a?)(x)7 el (12)(){)7 a(x), ..., ap(x),

a;:)-l-h—H (X)7 - .7(1£:)(X)7 Yy-nns yq)

fm,(m17---7'777)7,?/17---7,?/(;) =
g\ (x), 0l (%), a0(x), (),

a;::—h,+1 (X)7 .. '7(1&,:’)()()7 Y1g-nny yq)v

wobei ar, ..., ayp gleichheitserhaltend sind. (Falls es iiberhaupt h Funk-
tionen aus B, mit dieser Eigenschaft gibt.)

e Sonst: Fine Meldung dafl es keine & Funktionen aus B, mit der an-
gegebenen Eigenschaft gibt.

Algorithmus:
Konstruiere zunichst eine ,komprimierte Version“ g von « auf den Aqui-
valenzklassen von P. Es gilt dann fiir alle 1 <5 <k:

B(j)=¢€ < a(z)=cfiralle z € F;.

1. Falls die Anzahl k der Aquivalenzklassen aus P gleich 1 ist:
Gebe aus, daB es kein solches a gibt, beende den Algorithmus.

2. Fiiralle 1 <4 <m,aec{0,1}% a € {0,1}"
ms =g
B(j) sei undefiniert fiir alle 1 < j < k.
3. Setze B(1)=(0,...,0). Sei 2 € Fy.

. . (@) _ (@) (3)
V1l <1< m: M‘q(y(’:)(m)(ﬂ,.t.,()) = M‘qa(i)(m)(o,...,o) + MZNR,
Falls fir 1 <17 <m MSW > ori—ki—h,

o) (2)(0,....0)
Gebe aus, daB es kein solches a gibt, beende den Algorithmus.

4§ =2
fktwert = (0,...,0)

5. B(j) = fktwert
ifvV1<i<mandzeF;:

MS((;()”(T) fktwert + MZNR(77) < 20" then
i< e Mg _ g (i)
Vi <1< me M‘q(y(’:)(m),fktwert o M‘q(y(’:)(m),fktwert + MZNR?
J=J+1

fktwert = (0,...,0)
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else

while g(j)=(1,...,1) do

B(j) = undefiniert

j=7-1

Vi<i<mandz e F;:

; B () B 9
MSoomsty = MSatrmpn ~ MZNE;

od

Fhtwert = biny(int(5(7))+ 1)
B(j) = undefiniert

fi

6. Wenn j =k + 1, d.h. wenn die Funktionstabelle von g komplett auf-

gestellt worden ist, dann:
Fiir alle 22 € {0,1}” setze

a(xz) = B(j), wobei x € F;.
Gebe a als Ergebnis aus.

Wenn 7 = 1, d.h. wenn man am Ausgangspunkt angekommen ist,
ohne daf} eine Funktion g und damit eine geeignete Funktion « ge-
funden wurde, dann:

Gebe aus, dafBl es kein solches a gibt.
Sonst:

Weiter mit Schritt 5.

Héufig ergeben sich bei der Vorberechnung schon sehr grofle Zusammenhangs-
komponenten, d.h. sehr grofie Aquivalenzklassen von Elementen aus {0, 1}, de-
nen durch a gleiche Funktionswerte zugeordnet werden miissen. Dadurch ergibt
sich eine starke Verringerung der Laufzeit dieses branch and bound Algorithmus
gegeniiber der ersten Version.

Trotzdem ist die worst case Laufzeit exponentiell. Dies ist wohl auch nicht zu
andern, da man durch genauere Betrachtung des Beweises zu Satz 4.8 folgendes
Korollar erhilt:

Korollar 4.5 Das Problem GZF bleibt NP hart, wenn man an die gemeinsa-
men Zerleqgungsfunktionen aq, ..., ay, die zusdtzliche Forderung stellt, daf$ es sich
um gleichheitserhaltende Funktionen handeln muf.

Die Giiltigkeit von Korollar 4.5 ergibt sich mit Hilfe des folgenden (trivialen)
Lemma:

Lemma 4.13 Ist

f(m17"'7mp7y17"'7yq):9(01('7;17---7mp)7"'7ar(m17--'7mp)7y17"'7yq)

eine einseitige Zerleqgung eimer Funktion f hinsichtlich der Variablenteilmenge
X und gilt vz(X, f) = 2", so sind oy, ...,«a, gleichheitserhaltend.
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Die Zerlegungsmatrizen der im Beweis zu Satz 4.8 konstruierten Funktionen f;
und f, haben jeweils insgesamt 2/7°%1 Zailen, davon 2/*? verschiedene. Die nun
gestellte Frage lautet, ob von den jeweils [ + b Zerlegungsfunktionen [ bei f; und
fo identisch gewihlt werden kénnen. Nach dem obigen Lemma sind jedoch bei
jeder Zerlegung von f; und f5 hinsichtlich der vorgegebenen Variablenteilmenge
die [ + b Zerlegungsfunktionen gleichheitserhaltend. Es gibt also genau dann [
gemeinsame Zerlegungsfunktionen, wenn es [ gemeinsame gleichheitserhaltende
Zerlegungsfunktionen gibt.

Trotzdem bedeutet die Tatsache, dafi das angegebene Problem N P hart ist,
nicht, daf} bei praktischen Beispielen von einer Suche nach gemeinsamen (gleich-
heitserhaltenden) Zerlegungsfunktionen abzuraten ist:

e Fxponentielle worst case Laufzeit mufl nicht unbedingt bedeuten, dafi die
schweren Beispiele auch hdufig vorkommen.

e In vielen Fillen ist zu beobachten, daf} die Eingabe des branch and bound
Verfahrens durch die Vorberechnung der ,,Zusammenhangskomponenten®
schon stark verringert wird.

e Die Laufzeit des Verfahrens kann durch Heuristiken verbessert werden.
Fine ganz einfache Heuristik besteht beispielsweise darin, die Reihenfolge
der Behandlung der verschiedenen Aquivalenzklassen Fy, ..., Fj zu ver-
andern, die im obigen Verfahren zufillig gewdhlt wurde. Das Verfahren
verteilt ,,Gewichte“ MZNRY auf MS(O, (a € {0,1}%, a’ € {0,1}"), wobei

7 aa
(7) ki—h

aa’

Man kann zum Beispiel versuchen, zuerst die grofleren Gewichte und dann

die Summe der Gewichte in M S, nicht grofier als 277 werden darf.

erst die kleineren zu verteilen. Die Behandlung der Aquivalenzklassen F;
erfolgt in der Reihenfolge ahsteigender Werte von 517, MZNRE“.

e Auflerdem ist man nicht in jedem Fall gezwungen, einen Algorithmus zur
Losung des allgemeinen Problems anzuwenden. Hiufig treten Sonderfille
auf, die effizient zu behandeln sind:

— In praktischen Beispielen treten oft Fille auf, bei denen schon anhand
der Anzahl k der ,Zusammenhangskomponenten“ oder der Grofle der
Gewichte MZNjo) klar wird, dafl es unmaéglich ist, h gemeinsame
gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktionen zu finden:

* Gibt fiir ein 1 <1 < m ein Gewicht MZNR?'), das grofer ist als
die Grenze 27 %= 50 ist es von vornherein unméglich, daB es
h gemeinsame gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktionen gibt.
(Denn a muf} der Aquivalenzklasse F; eine festen Wert zuord-
nen.)

x Ist die Anzahl k der ,Zusammenhangskomponenten® fiir ein 2 €
{1,...,m} kleiner oder gleich 2"*+% =1 5o kénnen ebenfalls keine
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h weiteren gemeinsamen gleichheitserhaltenden Zerlegungsfunk-

tionen existieren. Denn gibe es noch h weitere gemeinsame gleich-

heitserhaltende Zerlegungsfunktionen, so wiren (1@7 e, (127;)7 an,
.., oy, alle gleichheitserhaltend.

Die Funktion ((1(’7)7(1) konnte also hochstens & und damit nicht

2}1,—{—]{,; —1

mehr als verschiedene Funktionswerte annehmen. (*)

Dies ergibt aber einen Widerspruch zur Minimalitit von r; (r;

= [log(vz( X, fi))])- Es gilt namlich
27 < vx(X, f)
und damit (wegen (*))
o1 =(htki=) (X, fi, (01 @)

hzw. |
v2(X, fir (@) a)) > 2m ki,

Nach Lemma 4.10 gibt es also keine gewiinschte Zerlegung mit
aq,...,ap als zusdtzliche gemeinsame gleichheitserhaltende Zer-
legungsfunktionen.

* Ein weiterer Sonderfall tritt auf, wenn h = [log k]. (k ist die An-
zahl der ,Zusammenhangskomponenten®.):
Falls fiir ein i € {1,...,m} dann k; > 0, so kann es keine weite-
ren h gemeinsamen, gleichheitserhaltenden Zerlegungsfunktionen
geben, da wegen

h=Tlogh] = h>loghk "E" hik >loght1 & 28Tk >}

der vorher angegebene Sonderfall auftritt.

Falls k; = 0 fiir alle 1 <2 < m, so lafit sich ebenfalls leicht ent-
scheiden, ob es h gemeinsame gleichheitserhaltende Zerlegungs-
funktionen gibt:

Jede Funktion @ = (aq,...,a;) € B, kann 2 > | verschiedene
Funktionswerte annehmen. Man kann « also so wiahlen, daf} o
auf allen 2 aus verschiedenen Aquivalenzklassen F; verschiede-
ne Funktionswerte liefert. Ist dies der Fall, so sind nach TLemma
410 e, ..., ap genau dann als gemeinsame, gleichheitserhaltende
Zerlegungsfunktionen von fi,..., f,, verwendbar, wenn fiir alle
1<e<mund 1 <5<k gilt:

MZNR'?) = |ZNR'§7:)| < 2" " und damit vz(X, fi,a) < ori=h,

— Hat man 2 Funktionen gegeben, fiir die noch keine Zerlegungsfunk-
tionen vorgegeben sind (ky = ko = 0) und sucht man genau eine ge-
meinsame, gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktion a4, so kann man
dieses Problem auch durch dynamische Programmierung losen (ver-
gleichbar mit der Losung des Knapsack Problems, siehe z.B. [Meh84b]).
Der entsprechende Algorithmus ist in Anhang A angegeben.
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Verwendet man die obigen Bezeichnungen, 14t sich die Laufzeit des
Verfahrens durch Q277" - 2727V k) = O(v2( X, fi) - v2(X, f2) - k) =
O(2?7 - k) = O(2%7) abschitzen.

Bei gleichmichtiger Zerlegung mit p = [n/2| ergibt sich O(2'"") =
O(N'%) als grobe Laufzeitabschitzung. (N ist die GroBe der Zerle-
gungsmatrix.)

Anwendung der Verfahren bei der Suche nach Zerlegungsfunktionen

Hat man Funktionen fi,..., f,, gegeben, fiir die durch die Heuristik aus Ab-
schnitt 4.4.1 eine Zerlegung hinsichtlich der gleichen Variablenteilmenge (bzw. Va-
riablenaufteilung) festgelegt worden ist, so versucht man zunichst moglichst viele
gemeinsame Zerlegungsfunktionen fiir fi,..., f, zu finden. Hat man eine ma-
ximale Anzahl von gemeinsamen Zerlegungsfunktionen gefunden, so betrachtet
man immer kleiner werdende Teilmengen der Funktionen fi,..., f,, und versucht
unter der Voraussetzung der Verwendung der schon gefundenen Zerlegungsfunk-
tionen fiir diese Teilmengen der Funktionen moglichst viele gemeinsame Zerle-
gungsfunktionen zu finden. Dabei betrachtet man zunichst die Teilmengen mit
Michtigkeit m — 1, dann die Teilmengen mit Miachtigkeit m — 2 usw. bis zu
Teilmengen mit Machtigkeit 2.

Um die Laufzeit des Verfahrens einzuschrinken, werden einmal gefundene Zer-
legungsfunktionen auf jeden Fall verwendet. Fine einmal erfolgte Wahl von Zer-
legungsfunktionen wird nicht zuriickgenommen.

Allerdings braucht man im Verlauf des Verfahrens nicht sdmtliche zwei oder
mehrelementigen Teilmengen der Funktionen fy,..., f,, zu betrachten. Sind fiir
eine Funktion f; schon siamtliche Zerlegungsfunktionen gefunden, so brauchen
die Teilmengen, die f; enthalten, natiirlich nicht mehr betrachtet zu werden.

Auflerdem tritt haufig der Fall auf, dafi es zu zwei Funktionen f;; und fi, (i1,
ip € {1, ..., m}) iiberhaupt keine gemeinsamen Zerlegungsfunktionen gibt. Al-
le Teilmengen von fi,..., fn, die f;, und f;, enthalten, brauchen dann nicht
auf gemeinsame Zerlegungsfunktionen untersucht zu werden. Daher wird in ei-
ner Vorberechnung zunichst fiir alle Paare von Zerlegungsfunktionen getestet,
ob es iiberhaupt eine gemeinsame Zerlegungsfunktion bei der Zerlegung die-
ses Paares von Funktionen gibt. (Beschrankt man sich auf gleichheitserhaltende
Zerlegungsfunktionen, so kann man dieses Problem effizient durch dynamisches
Programmieren l6sen.) Ist dies nicht der Fall, so werden von vornherein siamtliche

Teilmengen von fi,..., fm, die dieses Paar enthalten, ausgeschlossen.®

Um bei einer Menge von Funktionen fy,..., f, die maximale Anzahl von ge-
meinsamen Zerlegungsfunktionen zu bestimmen, wird fiir jede Funktion f; die
Anzahl r; — k; der noch zu bestimmenden Zerlegungsfunktionen betrachtet. Es
konnen hochstens by, pr = mimggm(m — k;) gemeinsame Zerlegungsfunktionen

SWeiterhin ist es moglich, zur Begrenzung der Laufzeit der Suche nach gemeinsamen Zerle-
gungsfunktionen die Heuristik aus Abschnitt 4.4.1 so abzndndern, dafl die Anzahl der gemein-
sam 7n behandelnden Funktionen f1,..., f,n» durch eine frei zun wihlende Obergrenze beschrankt
wird.
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gefunden werden. Die Maximalzahl h der gemeinsamen Zerlegungsfunktionen
wird durch Binarsuche fiir h zwischen 1 und h,,,. bestimmt.

Sind fiir einige der Funktionen fi,..., f,, am Fnde noch Zerlegungsfunktionen
offen, die nicht als gemeinsame Zerlegungsfunktionen gewidhlt werden kénnen,
so werden diese Zerlegungsfunktionen fiir die Finzelfunktionen bestimmt. Hier-
bei besteht die Moglichkeit, diese Funktionen ,,zufillig® zu wihlen (aber gleich-
heitserhaltend”) oder aber Verfahren aus Abschnitt 4.1.4 zur Berechnung von
Zerlegungsfunktionen mit bestimmten Eigenschaften zu verwenden.

Zweiseitige Zerlegungen hinsichtlich einer Variablenaufteilung { XY} konnen
analog behandelt werden. Man kann man die Zerlegungsfunktionen auf X und
auf Y nacheinander betrachten.

4.5 Ergebnisse

Die beschriebenen Verfahren zur Zerlegung boolescher Funktionen mit mehre-
ren Ausgingen wurden implementiert und es wurden Schaltkreise fiir Beispiel-
funktionen damit entworfen. In diesem Kapitel sollen einige Beispiele angegeben
werden.

Das implementierte Verfahren 148t zunichst eine Reihe von Wahlméglichkeiten
offen:

e Lis besteht die Moglichkeit, zwischen einseitigen und zweiseitigen Zerlegun-
gen zu wihlen.

o Es besteht die Moglichkeit, bei der Variablenaufteilung zu wihlen zwischen
gleichméchtigen Variablenaufteilungen oder Variablenaufteilungen in zwei
Mengen, wobei die Michtigkeit der einen Menge durch eine Konstante
gegeben ist und die andere Menge die restlichen Variablen enthilt.

e Bei der Bestimmung von Zerlegungsfunktionen fiir Funktionen mit einem
Ausgang gibt es ebenfalls mehrere Alternativen:

— Man versucht nach Moglichkeit (total)symmetrische Zerlegungsfunk-
tionen zu finden.

— Man versucht Zerlegungsfunktionen zu finden, die von mdéglichst vie-
len Fingangsvariablen unabhingig sind.

— Man wihlt (zufillig) gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktionen.

"Gleichheitserhaltende Funktionen haben neben dem Erhalten vorhandener Symmetrieei-
genschaften einen weiteren Vorteil: Bei der Zerlegung einer Funktion f mit gleichheitserhal-
tenden Zerlegnngsfunktionen a1, ..., ooz oz(x, 57 treten genan vz( X, f) verschiedene Funk-
tionswerte von a auf (d.h. eine minimale Anzahl von Funktionswerten). Tm Fall, daB die
Anzahl der verschiedenen Zeilen der Zerlegnngsmatrix keine Zweierpotenz ist, treten also
oflog wz( X, F)T vz(X, f) Flemente aus {0,1}“0g »#(XD1 nicht im Bild von a anf. Die Zusam-
mensetzungfunktion ist dann partiell, sie hat an den entsprechenden Stellen don’t cares. Diese
don’t cares kénnen bei der Realisierung der Zusammensetzungsfunktion ausgenutzt werden.
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Auch Kombinationen dieser Strategien sind méglich, wobei eine Reihen-
folge angegeben wird, welche Strategie bevorzugt verwendet wird.

e Bei der Wahl gemeinsamer Zerlegungsfunktionen hat man 3 Wahlméglich-
keiten:

— Alle moglichen gemeinsamen Zerlegungsfunktionen sind erlaubt.

— Es werden nur gleichheitserhaltende gemeinsame Zerlegungsfunktio-
nen gewiahlt.

— Gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktionen werden bevorzugt. Fin-
det man keine gleichheitserhaltenden Zerlegungsfunktionen mehr, so
wird noch nach anderen Zerlegungsfunktionen gesucht.

o Treten im Verlauf des Verfahrens z.B. bei Zusammensetzungsfunktionen
don’t care Stellen auf, so kann man wihlen zwischen

— einer Behandlung dieser Funktionen als partielle Funktionen, d.h. ei-
ner Ausnutzung der dont’ cares®

— einer ,zufilligen® Belegung der don’t cares (z.B. kann die don’t care
Menge der OFF Menge zugeschlagen werden).

e Fventuell kénnen auch Zerlegungen betrachtet werden, die nicht nichtri-
vial sind. Auch solche Zerlegungen kénnen gegebenenfalls zu giinstigen
Realisierungen fiithren. Allerdings hat dann die Zusammensetzungsfunkti-
on ebensoviele Einginge wie die urspriingliche Funktion und ihre Kom-
plexitdt mufl nicht geringer sein. Da nicht nichttriviale Zerlegungen daher
recht schwer handhabbar sind, wird ihre Verwendung stark eingeschrankt:
Nur bei Funktionen mit bis zu 3 Fingdngen kann auch die Ausnutzung
solcher Zerlegungen versucht werden, falls es dann erstens maglich ist, bei
dieser Zerlegung schon vorhandene Zerlegungsfunktionen der nichttrivialen
Zerlegung anderer Ausgangsfunktionen zu verwenden und die Komplexitit
der Zusammensetzungsfunktion geringer wird als die Komplexitit der ur-
spriinglichen Funktion.

Die im folgenden gezeigten Realisierungen wurden mit einer Festlegung auf zwei-
seitige Zerlegungen mit Bevorzugung gleichheitserhaltender Zerlegungen erzielt.
Bei Funktionen mit einem Ausgang wurden ,,zufillige® gleichheitserhaltende Zer-
legungsfunktionen verwendet, don’t cares wurden ausgenutzt (im Sinne von Fuf-
note 8). Bei allen Beispielen bis auf eines wurde eine gleichmichtige Zerlegung
gewahlt.

Beim ersten Beispiel handelt es sich um die in Kapitel 2 schon betrachtete exor
Funktion mit 8 Fingingen.

Wie in Abbildung 4.7 ersichtlich, handelt es sich bei dem durch den Algorith-

mus berechneten Schaltkreis um einen balancierten Baum aus 7 exory Gattern.

8 Allerdings ist im bisher implementierten Verfahren eine Ansnutzung von don’t cares nur
bei Funktionen bis zn 3 Eingingen mdoglich.
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T1x2 ra3x4 Trlg TrTrrg

Abbildung 4.7: Realisierung zu exorg

In der ersten Rekursionsstufe wurde eine Variablenaufteilung in die Mengen
{#1,...,24} und {x5,..., 28} berechnet. (Auch jede andere Variablenaufteilung
wire geeignet, da die Funktion totalsymmetrisch ist.) Sowohl bei der Zerlegungs-
funktion auf {z,..., 24} als auch bei der Zerlegungsfunktion auf {z5,..., 25}
handelt es sich um die exory Funktion, die Zusammensetzungsfunktion ist die
exory Funktion. Fiir die Zerlegungsfunktionen wird rekursiv wiederum eine Zer-
legung durchgefiihrt.

Nach den Ausfithrungen in Kapitel 2 ist die gefundene Realisierung By optimal.

Das nichste Beispiel ist eine Schwellenfunktion s§, die folgendermafien definiert
ist:

si(mo,...,ms):] <— qu >4

Der resultierende Schaltkreis ist in Abbildung 4.8 angegeben.

Im ersten Schritt wurde eine Variablenaufteilung in die Mengen {2, 29, 23} und
{24,275, 26} gefunden. (Auch hier wire jede andere Aufteilung ebenfalls geeignet,
da die Funktion totalsymmetrisch ist.) Auf {2, 29, 23} werden 2 Zerlegungsfunk-
tionen ¢, und s, berechnet. Es handelt sich gerade um Ubertrags und Summen-
bit der bindren Addition von zy, z9 und z3. Fbenso sind die Zerlegungsfunk-
tionen ¢; und s; auf den Variablen {x4, 25,24} ﬁbertrags und Summenbit der
bindren Addition von x4, z5 und zg. Betrachtet man die gefundene Realisierung
fiir (¢, ,), so erkennt man, daf} es sich um einen Volladdierer handelt. Der Voll-
addierer ergibt sich bei der Zerlegung von ¢, und s, hinsichtlich {{x1}, {®2, 23}}.
Hierbei wird x5 @23 bei der Zerlegung von ¢, und s, gemeinsam benutzt. Analog
wird (e, 5;) durch einen Volladdierer realisiert.

Die Zusammensetzungsfunktion auf der 1. Rekursionsstufe hat 4 Fingdnge ¢;, s,
¢, und s,. Bei der rekursiven Behandlung dieser Funktion wird die Variablen-
aufteilung {{e;, ¢, }, {s1,8,.}} berechnet. Auf ¢; und ¢, werden zwei Zerlegungs-
funktionen ay und ag, auf s; und s, wird eine Zerlegungsfunktion by berechnet.
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regly Ta ra3kxo [

Abbildung 4.8: Realisierung 7u s§

Die zugehdrige Znsammensetzungsfunktion mit 3 Eingdngen aq, ag und by wird
wiederum rekursiv zerlegt. An dieser Stelle zeigt sich die Bedeutung der Be-
handlung von don’t cares: Es handelt sich um eine partielle Funktion, da a; und
a9 nie gleichzeitig den Wert 1 annehmen konnen. Wiirde man die don’t care

Menge einfach der O F'F' Menge zuschlagen, d.h. die Funktionswerte fiir (1,1,0)
und (1,1, 1) auf 0 festlegen, so wire die resultierende Funktion nicht nichttrivial
zerlegbar. Durch Betrachtung der 3 moglichen Zerlegungsmatrizen erkennt man
ndamlich, daf} die Funktion nur dann nichttrivial zerlegbar ist, wenn der Funkti-
onswert fiir (1,1,0) auf 1 festgelegt wird. Der implementierte Algorithmus legt
die Funktionswerte fiir (1,1,0) und (1,1,1) auf 1 fest und erreicht somit eine
nichttriviale Zerlegung mit Aufteilung der Variablen in {a} und {az,b(}. Die
Funktion wird dann durch folgende einfache Teilschaltung realisiert:

Wihlt man als Kostenmaf} die Ry Komplexitit, wobei Ry = By \ {exor, equiv},
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Abbildung 4.9: Realisierung zum 4 Bit Addierer, Zerlegung nicht gleichmichtig

so ergeben sich als Kosten der berechneten Realisierung § fiir s§
Cr,(S)=7Cpr,(and)+ 3Cg,(or) + 5Cpr,(exor) =7+ 34+ 5-3 = 25,

Realisiert man diese Schwellenfunktion zum Vergleich durch ihr eindeutiges Mi-

nimalpolynom, so erhilt man
P = \/ i oo Wiy

0<in <...<iy <5
6

4
Minimalpolynomrealisierung betragen also

Das Minimalpolynom enthilt (§) = 15 Monome der Linge 4. Die Kosten der

Cr,(P)=15Cp,(ands) + Cr,(or5) = 15-3 + 14 = 59.

Beim nichsten Beispiel, einem Addierer zweier 4 Bit Zahlen, wurde nicht die
gleichmichtige Zerlegung gewdhlt, sondern eine Variablenaufteilung, bei der die
Michtigkeit der einen Menge immer 2 betrigt und die andere Menge die restli-
chen Fingangsvariablen umfafit. Dann ergibt sich die Realisierung aus Bild 4.9.

Man erkennt, daf} es sich bei dem durch das Verfahren berechneten Schaltkreis

um einen Carry Ripple Addierer handelt.
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In der ersten Rekursionsstufe erfolgt eine Zerlegung hinsichtlich der Variablen-
aufteilung {{x3,93}, {72, ¥2, 1, 11, To, Yo} }. Da die Funktionen fy, f1 und
f2 von 23 und y3 unabhingig sind, wird fiir diese Funktionen auf {x3,y3} kei-
ne Zerlegungsfunktion berechnet und die Zerlegungsfunktionen auf {x9, 4o, 21,
Y1, To, Yo} sind jeweils die Funktionen fy, fi bzw. f; selbst. Bei der Zerlegung
von fa ergibt sich 1 Zerlegungsfunktion auf {3, y3} und 1 Zerlegungsfunktion
auf {x9, y2, 21, Y1, 20, Yo }, ndmlich das Carrybit ¢3 der Addition von z9xq20 und

Y291 Y0-

Auf der ndchsten Rekursionsstufe werden Zerlegungen zu fqo, fi, fo und c3 be-
rechnet. Es ergibt sich eine Aufteilung der Variablen in {25, y2} und {x1, y1, 20,
Yo} fo und fi sind wiederum unabhingig von 29 9o, so daf fiir fo und f; keine
Zerlegungsfunktion auf {9, y2} berechnet wird. Die Zerlegungsfunktionen auf
{21,91, 20, y0} sind fo und fi selbst. Auf {x5, 92} werden fiir ¢3 2 Zerlegungs-
funktionen, fiir fo 1 Zerlegungsfunktion berechnet. Diese Zerlegungsfunktion fiir
fo wird von ez und fy gemeinsam verwendet. Die auf {x1, 41,20, yo} berechnete
Zerlegungsfunktion wird ebenfalls von ¢3 und f; gemeinsam benutzt. Es handelt
sich um das Carrybit ¢y der Addition von zy29 und vy 90.

Analog werden auf der 3. Rekursionsstufe Zerlegungen fiir fo, fi und ¢3 berech-
net, auf der 4. Rekursionsstufe werden Realisierungen fiir fo und ¢y bestimmt.
SchlieBlich erhdlt man den Carry Ripple Addierer aus Abbildung 4.9.

Interessanterweise konnte Redkin (1981) zeigen, dafi es keinen Addierer geben
kann, der mit weniger Bausteinen auskommt als der Carry Ripple Addierer
(vgl. [Red81]). Es wurde also ausgehend von der Funktionstabelle des Addierers
mit einem automatischen lLogiksyntheseverfahren ein Addierer mit minimaler
Anzahl von Bausteinen gefunden. Allerdings ist die Laufzeit des Carry Ripple

Addierers bekanntlich linear in der Anzahl der Finginge des Addierers, also
inakzeptabel hoch. Zur Losung dieses Problems wird nun eine Realisierung be-
trachtet, die auf gleichmichtigen Zerlegungen beruht.

LaBt man den Algorithmus mit einem 8 Bit Addierer als Eingabe und mit der
Vorgabe, gleichmichtige Zerlegungen durchzufithren, ablaufen, so ergibt sich die
Realisierung in Bild 4.10.

Betrachtet man die Realisierung genauer, so erkennt man, daf} sie die gleiche
Struktur wie der Conditional Sum Addierer hat. (Zum Vergleich ist im darauf-
folgenden Bild der Conditional Sum Addierer mit 16 Eingingen angegeben.)

Auf der ersten Rekursionsstufe wurde die Variablenaufteilung in die beiden Men-
gen

{20, Yo, 21,91, w2, Y2, w3, ya b und {aa, ya, o5, Ys, 6, Yoo ¥, Y7}
berechnet. Bei dieser Zerlegung wird die auf {xq,yo, 1,1, %2, y2, 23, y3} be-

rechnete Zerlegungsfunktion (das Carry Bit der Addition von zzz9xy20 und
Ys3y2y1Yo) fiir die Zerlegung von fy, f5, fo und fr gemeinsam benutzt.

Der Unterschied dieser Realisierung zum Conditional Sum Addierer liegt ei-
nerseits darin, dafl grundsitzlich die Zahl der Zerlegungsfunktionen minimal
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Abbildung 4.10: Realisierung zum 8 Bit Addierer, Zerlegung gleichmichtig

gewahlt wird und andererseits darin, dafl nach Méoglichkeit immer gemeinsame
Zerlegungsfunktionen gewidhlt werden.

Dies fiithrt dazu, daff bei der Zerlegung von f; auf der 1. Rekursionsstufe des
Algorithmus (im Bild ,,3. Stufe“) nur eine Zerlegungsfunktion auf {x4, y4, 25, ys,
T, Ys, T7, Y7} berechnet wird, wihrend der Conditional Sum Addierer an dieser
Stelle 2 Funktionen benutzt, ndmlich das letzte Bit der Summe von zragr514
und yrysysys und das letzte Bit der Summe von arag2524, Y7ysysys und 1.

Auf der Variablenmenge {24, y4, 5, 5, T6, ¥s, 7, y7} werden auf der 1. Rekursi-
onsstufe fiir die Funktionen fs5, fs und f7 sowohl bei der Realisierung aus Bild
4.10 als auch beim Conditional Sum Addierer 4 Informationen berechnet. Der
Conditional Sum Addierer kodiert diese 4 Informationen jeweils fest durch die
entsprechenden Bits der Summe und der Summe + 1. Bei Funktion f5 wird in
Bild 4.10 allerdings eine andere Kodierung dieser 4 Informationen gewidhlt. Der
Grund fiir diese Wahl liegt darin, daff in diesem Fall die Zerlegungsfunktion von
fa auf den Variablen {x4,y4, 25, Y5, %6, Ys, 7, y7} von Funktion f5 ,mitverwen-
det“ werden kann.

ol Rt 6}

FHI 3w

N
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Diese Unterschiede bewirken, daf der durch den vorliegenden Algorithmus ge-
fundene Addierer eine By Komplexitiat von 89 hat, wihrend der entsprechende
Conditional Sum Addierer eine Ry Komplexitit von 106 hat. Die Tiefe ist in
beiden Fillen die gleiche (bei einem parametrisierten Entwurf logarithmisch in

der Anzahl der Einginge).
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Anhang A

Dynamisches Programm

Das folgende dynamische Programm bestimmt zu 2 gegebenen Funktionen eine
gemeinsame, gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktion. Die Notation orientiert
sich an der im Zusammenhang mit dem modifizierten branch and bound Algo-
rithmus aus Kapitel 4 benutzten.

Eingabe: e Funktionen fi, f; aus B, mit den Eingangsvariablen z¢, ..., 2,

Yiy- s Yq-

o Zerlegungsmatrizen 77 von f; und 75 von fo hinsichtlich X = {a,

coaprund ry = [log(vz( X, f1))] > 0, 7y = [log(vz( X, f2))] > 0.

o Fiir i € {1,2}: Sei {1(1(7:), ey I\’q(}i)(x f')} die durch Zeilengleichheit in
Z; auf {0,1}? induzierte Aquivalenzklasseneinteilung.

e Fine Aquivalenzklasseneinteilung P = {Fy,..., Fi} auf {0,1}? (,7u-
sammenhangskomponenten®).
Gemeinsame, gleichheitserhaltende Zerlegungsfunktionen miissen al-
len z € F; (1 <j<k)den gleichen Funktionswert zuordnen.

o Iiiri e {1,2} und alle F; € P:

ZNRY = {1 K0 E; £ 0)
MZNRY = |ZNRY)

Ausgabe: e oy € By, so daB} es einseitige Zerlegungen von f; und f3 hin-
sichtlich X gibt der Form

e, e, yy) =

g(1)(a1(x), (1(21)()()7 . (yg)(x)7 YisesYq)
ol o 2, Yg) =

’(](2)((11()()7 (1(22)()()7 e, aﬁm)(x), Yiye-orYq)s

m

wobei ay gleichheitserhaltend ist. (Falls es iiberhaupt eine Funktion
aus B, mit dieser Eigenschaft gibt.)
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e Sonst: Fine Meldung dafl es keine Funktion aus B, mit der angege-
benen FEigenschaft gibt.

Algorithmus:

1. Sei B[l4][ls) = FALSE, D[l1][ls] = 0
Vo<l <2t o<y <2t
2. B[0][0] = TRUE
3. for j =1to k do
for Iy = 27! downto MZNREJ) do
for I, = 27>~ downto MZNREQ) do
if Bl, - MZN R, - MZNRY] = TRUE then

B[l1][ls] = TRU K
D[l][l2] = D[h][l2] U j
(* Tnvariante: Es gibt genau dann eine Teilmenge D
von {1,...,7} mit
Siep MZNRY =1y ind Sy MZNR = 1,
wenn B[l{][lz] = TRUFE. Dann ist D = D[l1][l2] eine
mogliche Wahl fir D. *)

fi
od
od
od

4. Wenn es [y, [ gibt mit
(X, f1) =20 <1 <277 and wz(X fy) - 272 <y < 272
und B[li][ls] = TRUFE, dann:
Setze fiir alle j € D[l4][l3] und 2 € F;

ar(z) =0
und fiir die restlichen 2 € {0,1}?
ar(z) =1
Sonst:

Gebe aus, daB es kein solches aq gibt.

Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:

Mit Lemma 4.10 erkennt man, dafl es genau dann eine Zerlegungsfunktion ay
mit den angegebenen Eigenschaften gibt, wenn es eine Aufteilung von {1,... k}

in 2 Mengen
Do={jlai(z)=0Vz € F;} und Dy ={j|oq(x)=1Vz € F;}
gibt mit

ST MZNRY <27 und ST MZNRY <2771 sowie
1eDqg lenDy
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ST MZNRP <22t und 3D MZNRY < 2m

ey 1€y
Da
k
S MZNRY = vx(X, fi),
=1
ist
ST MzZNRYD = S MaZNRY <on!
1€ le{1,.. 5\ Do

aquivalent zu der Aussage

Z MZNR,O) > wz(x, fi) - 27N
€D

Folglich gibt es genau dann eine solche Zerlegungsfunktion ay, wenn es eine
Menge

gibt mit
vz(z, fi) — 2" < Z MZNR,O) <21 und
IGDO

v2(x, fo) — 227" < Z MZNR,@) < 2re
IGDO

Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich aus dieser Aussage und der Giiltig-
keit der Invariante aus Schritt 3.
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